
 وزارت معارف
معینیت انکشاف نصاب تعلیمی و تربیۀ معلم
 ریاست عمومی انکشاف نصاب تعلیمی

و تألیف کتب درسی
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کتاب های درس��ی متعلق ب��ه وزارت معارف ب��وده خرید و 
ف��روش آن در بازار جداً ممنوع اس��ت. ب��ا متخلفین برخورد 

جدی صورت می گیرد.
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 دا عـ���زت د هـــر افـغـان دى
 هر بچی يې قهرمـــــان دى
ازبـکـــــ���و د  بـــــلـوڅــــ���و   د 
 د تـــرکـمنــــ���و د تـــاجـکـــ���و
 پــاميــري���ان، نـورس���تانيــــان
 هـــم ايمـــاق، هم پشـه ېان
 لـکـه لـمــر پـر ش���نـه آس���مـان
 لـکـ���ه زړه وي جـــاويـــ���دان
 واي���و الله اکبر وايو الله اکبر

افغانس���تـــان دى  دا وطن 
 کور د سولې کور د تورې
 دا وطن د ټول���و کـور دى
 د پښ���تــون  او هــ���زاره وو
 ورس���ره عرب، گوجــر دي
 براهوي دي، قزلباش دي
 دا هيـــ���واد به تل ځليږي
 په س���ينــه کې د آس���يـــا به
 نوم د حق م���و دى رهبـــر

سرود ملی
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مؤلفان
• پوهيالى حمدالله شیرزی وردگ عضو تيم پروژة تألیف کتب درسی وزارت معارف

• پوهنمل طلاباز حبیب‌زی عضو تيم پروژه تألیف کتب درسی وزارت معارف
• پوهندوی خالقداد فیروزکوهی عضو تيم پروژه تألیف کتب درسی وزارت معارف

• دکتور ماخان شینواری عضو تيم پروژة تألیف کتب درسی وزارت معارف
• سرمؤلف میرنقیب‌الله عضو علمی ریاست انکشاف نصاب تعلیمی و تألیف کتب درسی

ایدیت علمی
• پوهنمل طلاباز حبیب‌زی عضو تيم پروژه تألیف کتب درسی وزارت معارف

• سرمؤلف عبدالنبی واحدی مشاور وزارت معارف

ایدیت زبان 

• دکتور اسدالله محقق عضو تيم پروژه تألیف کتب درسی وزارت معارف

کمیتۀ دینی، سیاسی و فرهنگی:
- دکتور محمد یوسف نیازی 

-  مولوی عبدالصبور عربی 
_ حبیب‌الله راحل مشاور وزارت معارف در ریاست انکشاف نصاب تعلیمی و تألیف کتب درسی

کمیتۀ  نظارت:
-  دکتوراسدالله محقق معین انکشاف نصاب تعلیمی و تربیۀ معلم

- دکتور شیر علی ظریفی رئیس پروژة انکشاف نصاب تعلیمی
- سرمؤلف عبدالظاهر گلستانی رئیس عمومی انکشاف نصاب تعلیمی و تألیف  کتب درسی

کمپوز و دیزاین:
• ولید نوید نسیمی

• محمد اشرف امین

تنظیم امور چاپ: محمد کبیر حقمل رئیس نشرات و اطلاعات وزارت معارف

ب
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بسم الله الرحمن الرحیم

پیام وزیر معارف
سپاس بیکران آفریدگاری را که انسان را در احسن تقویم آفرید و او را قدرت بیان بخشید و به زیور علم 
و اندیشه آراست و درود بی‌پایان بر پیامبر مکرم اسلام حضرت محمد مصطفی- صلی الله علیه وسلم- که 

معلم بزرگ انسانیت است و پیام آور رحمت و هدایت و روشنایی. 
تعلیم و تربیت نقطة آغاز هر تحول و سنگ بنای توسعه در هر جامعه است.  هدف اصلی تعلیم و تربیت 

به فعلیت رساندن نیروهای بالقوة انسان و شگوفا کردن استعدادهای درونی وی است. 
با تحولات و  تربیت محسوب می‌شود که همگام  تعلیم و  فرایند  ارکان مهم در  از  کتاب درسی یکی 
پیشرفت‌های علمی نوین و مطابق با نیازمندی‌های جامعه تهیه و تألیف می‌گردد و باید دارای ظرفیت و 
ظرافتی باشد که بتواند آموزه‌های دینی و اخلاقی را توأم با فرآورده‌های علوم جدید با میتودهای نوین 

به شاگردان منتقل کند. 
کتابی که اکنون در اختیار شما قرار دارد، بر اساس همین ویژه‌گی‌ها تهیه و تألیف شده است. سعی وزارت 
معارف همواره براین بوده که نصاب تعلیمی و کتب درسی معارف کشور، متکی بر مبانی تعلیم و تربیت 
اسلامی و حفظ هویت ملی، مطابق با معیارهای علمی و روش‌های تربیتی نوین بوده، استعدادهای دانش 
آموزان را در همه زمینه‌های اخلاقی و علمی شگوفا گرداند و قدرت تفکر، ابتکار و حس جستجوگری را 
در آن‌ها تقویت بخشد. ترویج فرهنگ گفتگو و رواداری، تقویت حس وطن‌دوستی، مهربانی، گذشت و 

همبسته‌گی از خواست‌های دیگر وزارت معارف است که باید در کتب‌درسی متبلور باشد.
کتاب‌های‌درسی بدون داشتن معلم خوب و مسلکی نمی‌تواند اهداف مورد نظر را بر آورده سازد. معلم 
یکی از ارکان مهم تعلیم و تربیت و مجری برنامه‌های آموزشی و تربیتی است. از معلمان و آموزگاران 
خوب، متعهد و دلسوز کشورم که ستیزه با سیاهی و نادانی را پیشة خود ساخته اند، صمیمانه آرزومندم 
که با تطبیق دقیق و مخلصانة نصاب تعلیمی، کودکان و جوانان میهن را بسوی فتح قله‌های رفیع دانش، 

اخلاق و معنویت رهنمون گردند.
کامیابی نظام آموزشی کشور بدون همکاری جدی مردم غیر ممکن است. ازین رو از همه اقشار و افراد 
از هیچگونه  اولیای محترم شاگردان خواهشمندم که  از خانواده‌ها و  افغانستان، بخصوص  ملت شریف 
دانشمندان،  نویسنده‌گان،  همه  از  همچنان  نورزند.  دریغ  معارف  اهداف  تحقق  جهت  در  همکاری 
متخصصان تعلیم و تربیت و اولیای محترم شاگردان تقاضا می‌شود که با ارائة نظریات و پیشنهادات سالم 

و نقدهای سازندة خود وزارت معارف را در بهبود هر چه بیشتر کتاب‌های‌درسی همکاری نمایند.
لازم می‌دانم از تمام مؤلفان دانشمند و کارمندان اداری و فنی وزارت معارف که در تهیه، تألیف، طبع و 

توزیع این کتاب زحمت‌کشیده اند و از همه نهادهای ملی و بین‌المللی که در زمینة چاپ و توزیع کتب 
درسی همکاری نموده اند، قدردانی و تشکر نمایم. 

در اخیر از خداوند منان استدعا دارم که به لطف بی‌پایان خود، ما را در تحقق آرمان‌های مقدس معارف 
یاری رساند. إنه سمیع قریب مجیب.

دکتور اسدالله حنیف بلخی
وزیر معارف
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						    	         صفحه     فهرست
1 	    				    فصل اول: دایره	

•عناصر دايره، حالات يک مستقيم با دايره، موقعيت دو دايره نسبت با هم	 	
						     •زوایای مربوط به دایره 	
					    •خصوصیات وتر و شعاع دایره 	
				   •زاویة محيطی دایره، زاویة مماسی دایره 	

27 			  فصل دوم، روابط بين دايره و خطوط مستقيم
•روابط طولي در دايره 	

					    •طاقت یک نقطه نظر به یک دایره 	
•خط مماس به دایره، زاویة داخلی یک دایره، زاویة خارجی یک دایره	 	

					    •دایرة محیطی، دایرة محاطی 	
				   •خصوصیات چهار ضلعی مرسوم به دایره 	
				   •ترسیم مضلع منظم، محیط و مساحت دایره 	

55 					    فصل سوم: هندسة تحلیلی
						     •فاصله بین دو نقطه 	
				   •مختصات نقطة وسطی یک قطعه خط 	

•میل مستقیم، میل مستقیم‌های موازی، میل مستقیم‌های عمود به هم	 	
•معادلة خط مستقیم، معادلة خط مستقیمي که میل و یک نقطۀ آن معلوم باشد 	

					    •شکل عمومی معادلة خط مستقیم 	
						     •سیستم معادلات خطی 	
			  •حل سیستم معادلات خطی به روش تعویضی و افنأ 	
				   •تغییر مکان، انتقال، انعکاس، دوران 	

95 						     فصل چهارم: مثلثات
						     •قضیۀ تالس در مثلثات 	

•ساین یک زاویة حاده، کوساین یک زوایة حاده، تانجانت زاویة حاده	 	
		 •نسبت‌های مثلثاتی زوایای خاص، رابطۀ میل و تانجانت 	

•جدول مثلثاتی، حل مثلث‌های قایم‌الزاویه 	
•معادلات مثلثاتی 	

د
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صفحه 		          	    						     فهرست
127 					     فصل پنجم: افاده‌هاي الجبري	

							      •تجزیه به فکتور 	
		 •ضرب افاده‌های الجبری، مجموع و تفاضل مکعبات 	

						     •کوچک‌ترین مضرب مشترک 	
						     •تقسیم افاده‌های الجبری 	

					    •ترتیب عملیات در افاده‌های الجبری 	
151 							      فصل ششم: نامساوات

					    •نامساوات، حل نامساوات‌های خطی 	
							      •فاصله یا انتروال‌ها  	
					    •تعیین اشارة بینوم، تعيین اشارة افادة کسری 	
			  •نامساوات‌های کسری، نامساوات‌های خطی با دو متحول 	
							      •سیستم نامساوات‌ها  	

175 				   فصل هفتم: معادلات یک مجهوله درجه دوم
		 •معادلة یک مجهولة درجه دوم، حل معادلات یک مجهولة درجه  دوم 	
							      •روابط غیر خطی 	

•حل معادلات درجه دوم به روش هندسی، تجزیه، طريقۀ تکمیل مربع، فورمول محمد بن موسی 	
	195 				    			  فصل هشتم: احصائیه

		 • پیوسته، اوسط وزنی 	Data دسته‌بندی ، Data روش دسته‌بندی
						     •گراف مستطیلی، گراف دایروی 	
					    •میانه، ساح‌ة تحول، اوسط انحراف 	

221 						     فصل نهم: تیوری احتمالات
						     •اتحاد و تقاطع حوادث اتفاقی  	
							      •ست کلی و مکمله 	
							      •مدل سازی با ست‌ها  	

• اصل شمارش	
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1cm پرکار را  یک نقطه را روى کاغذ تعیین کنید و به اطراف این نقطه به فاصلۀ  
مکمل دور بدهید؛ شکل تشکیل شده و نقطۀ تعیین شده چه نام دارد؟ 

س��ت تمام نقاط یک مستوی که از یک نقطۀ ثابت 
فاصلة مساوی داشته باشد، دایره نامیده می شود. یا به 
عبارت دیگر منحنی بس��ته‌یی که از یک نقطۀ ثابت 
فاصلة مساوی داشته باشد، به‌نام محيط دایره و نقطة 
 C(o, r) ثابت را مرکز دایره می‌گویند و به ش��کل
نمایش داده می شود. در شکل مرکز دايره به حرف 

r نشان داده شده است.  (o) و شعاع آن به حرف

دايــره
CIRCLE

فعاليت

تعريف

به ش��کل مقابل توجه کنید و اشکال 
هندس��یی را ک��ه در ش��کل دی��ده 

می‌شوند نام ببرید.

O

r

Page ٢

A
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تمرين

فعاليت
D را نظر به دایره  A,B و • در شکل مقابل موقعیت نقاط 

تعیین نمایید.
• فاصلة نقاط را از مرکز دایره اندازه نموده با طول ش��عاع 

مقايسه کنيد.
• س��ه نقطۀ دل‌خواه دیگر را در داخل دایره، روی دایره و 
بیرون دایره در نظر بگیرید. آیا رابطة دريافت شده برای این 

نقاط نیز درست است؟

1- دایرهي‌ي به شعاع  2cm رسم کنید. کدام یک از نقاط زیر در داخل دایره، خارج 
دایره و روی دایره قرار دارند:                                
•  فاصلة نقطۀ A  از مرکز دایره 1.4cm است.
•  فاصلة نقطۀ B  از مرکز دایره 2.3cm است. 

•  فاصلة نقطۀ C  از مرکز دایره صفر است.
است.  cm

2
4  cm از مرکز دایره  D فاصلة نقطۀ  •

2-  توضیح دهید چه وقت یک نقطه در روی دایره قرار مي‌گيرد؟

O

D

B
A

نتیجه:
1- ست نقاطی که فاصلۀ آن‌ها از مرکز دایره کوچک‌تر از شعاع دایره باشد، نقاط 

 }||/{ rOAAI <= ساحۀ داخلی دایره گفته می شود یا   	
2- ست نقاطی که فاصلة آن‌ها از مرکز دایره مساوی به شعاع دایره باشد، نقاط محيط 

 }||/{ rOBBC == 		 دایره گفته می شود یا 
3- ست نقاطی که فاصلة آن‌ها از مرکز دایره بزرگ‌تر از شعاع دایره باشد، نقاط ساحۀ 

         }||/{ rODDE >= خارجی دایره گفته می شود یا 	
4- قسمتي از مستوی که توسط محیط دایره و سطح داخلی آن جدا می‌شود، سطح 

ACKUدایره نامیده می شود.
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فعاليت عناصر دایره
Elements of a  Circle

ابت��دا ش��کل دایره و تعریف��ات مربوط عناص��ر آن‌را در کتابچه‌های ت��ان انتقال و بعد 
تعریفات مربوطه هر عنصر دایره را به شکل مربوطۀ آن وصل کنید.

تعريف

OW

A

D

B

E

C

FG

H

r

روي  نمایید،  توجه  مقابل  شکل  به 
دارد؟  هندسی  شکل  کدام  کیک 
قسمت قطع شدۀ آن کدام عنصر دایره 

را نشان می‌دهد؟

OW

A

D

B

E

C

FG

H

r

)Radius(شعاع      
خطی که مرکز دایره را به یکی 
ازنقاط محیط دایره وصل نماید، 

شعاع دایره نامیده می‌شود.

)Arc(قوس          
یک قسمتی ازمحیط دایره به‌نام 

قوس دایره یاد می‌شود.

)Diameter(قطر        
بگذرد،  دایره  مرکز  از  که  وتري 

به‌نام قطر دایره یاد می‌شود.

)Sector(قطاع               
        آن قسمت از سطح دایره که توسط دو 
شعاع و قوس مربوطه از سطح دایره جدا شده 

باشد، قطاع دایره نامیده می‌شود.

)Chord(وتر          
قطعه خطی که دو نقطة محیط 
وتر  کند  وصل  هم  با  را  دایره 

دایره نامیده می‌شود.

)Segment(قطعه      
قسمتی از سطح دایره که 

توسط وتر جدا شده باشد به‌نام 
قطعۀ دایره یاد می‌شود.

ACKU
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تمرين

فعاليت
• دایرهي‌ی به شعاع 4 سانتی متر رسم کنید. بعد دایرة مذکور را قیچی کنید.

•  این دایره را طوری قات کنید که دو نیم‌دایره بالای هم قرار گیرند.
• کاغذ را باز کنید و بگویید خط قات شده را که روی کاغذ می بینید چه نام دارد؟

• این بار دو نیم‌دایره را دوباره قات نموده، آن را بازکنید. چند قطعه خط را می بینید؟ 
هر کدام چه نام دارد؟  

• چهار زاویة تشکیل شده را اندازه گرفته، بگویید که با هم‌دیگر چه رابطه دارند؟
• رابطة قطر با شعاع دایره چیست؟

• دایره را طوری قات کنید که دو قسمت نامساوی تشکیل شود. آن را باز کنید، 
خط تشکیل شده چه نام دارد؟ اندازۀ آن را با قطر دایره مقایسه کنید.

O(C,4( را رسم نمایید. دایرۀ 
a) شعاع،  قطر، قطعه و قطاع را در شکل نشان دهید.

b) طول قطر دایره را تعیین نمایید.
c) اگر محیط آن‌را به چهار حصة مساوی تقسیم نمایید و از آن چه نتیجه می گیرید.

d) ساحۀ خارجی، داخلی و روی دایره را به رنگ‌های مختلف نشان دهید.

نتیجه:
• همان طوری که دیدیم هر گاه در هر دایره دو نقطة دایره را به هم وصل کنیم یک 

وتر تشکیل می‌شود.
• در هر دایره بزرگ‌ترین وتر، قطر دایره است که دو برابر شعاع مي باشد. 

• در یک دایره هر قطر وتر است ولی هر وتر قطر نیست.
 Arc( کوچک  قوس  نام  به  باشد  کوچک‌تر  دایره  محیط  نصف  از  که  قوسي   •

minor( یاد می‌گردد.
 )majorArc( قوسي که از نصف محیط دایره بزرگ‌تر باشد، به نام قوس بزرگ •

ACKUیاد می‌گردد.
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حالات یک مستقیم با دایره

• یک دایره ویک خط مستقیم را طوری رسم نمایید که با دایره یک نقطه، دو نقطه 
و هیچ نقطۀ مشترک نداشته باشد.

• از مرکز دایره به هر یک از این خطوط عمودها رسم نموده، فاصلۀ مرکز دايره از 
خط را اندازه نمایید و هر حالت را با شعاع دایره مقایسه نمایید.

فعاليت
O

r

d

O
r

d

از انجام فعالیت بالا دیده می شود که یک خط مستقیم و دایره نسبت به هم سه حالت 
زیر را دارد:

1- اگر خط مستقیم با دایره نقطة مشترک نداشته باشد 
این‌صورت  در  دارد.  قرار  دایره  خارج  مستقیم  خط 
شعاع  از  بیش‌تر  دایره  مرکز  از  مستقیم  خط  فاصلة 

rd > دایره است، یعنی: 

2- اگر خط مستقیم با دایره یک نقطة مشترک داشته 
باشد، مستقیم را مماس به دایره گویند. در این حالت 
فاصله خط مستقیم از مرکز دایره برابر با شعاع دایره 

rd = است، یعنی:

به ش��کل مقابل توجه نم��وده بگویید 
اش��کال با دایره در کدام حالات قرار 

دارند، هر یک را توضیح دهید.

O
r

d

O
r

d

A
B

A B

 ∆

 ∆

ACKU
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تمرين

باشد،  داشته  مشترک  نقطة  دو  دایره  با  مستقیم  اگر   -3	
 P و E مستقیم را قاطع گویند. در این حالت فاصلة مستقیم

rd < از مرکز دایره کمتر از شعاع دایره است، یعنی: 

مثال: نقطۀ O را در نظر می گیریم دو دایرۀ متحدالمرکز 
∆  از مرکز  با مرکز O با شعاع‌های 2 و 3 سانتی متر را رسم نمایید. فاصلۀ مستقیم 

2C چه رابطه دارد؟ 1C و  دایره با شعاع‌های هر دو دایرۀ 

حل: در شکل دیده می شود که: 
دایره  آن  شعاع  با  برابر   1C دایره مرکز  از  خط∆  فاصلة 

d=r :است؛ یعنی
2C كوچ‌كتر از شعاع دایره  ∆ از مرکز دایره فاصلة خط 

d<r :است؛ یعنی

1- دايره‌یی به شعاع  3cm رسم نموده، در اين دايره خطوطی به فاصله‌ها ي داده شدة  
زير را رسم و حالت آن‌را بيان نماييد.

الف: فاصلۀ خط از مركز دايره 2.5cm باشد.
ب: فاصلۀ خط از مركز دايره 4cm باشد.

ج: فاصلۀ خط از مركز دايره برابر با شعاع باشد.

Page 7

OO
r

d

B

A

C 1

C 2 

2cm 3cm

A

P

 ∆

B

E

Page 7

OO
r

d

B

A

C 1

C 2 

2cm 3cm

T

ACKU
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موقعیت دو دایره نظر به يکديگر

فعاليت

اگر فاصله بین مراکز دو دایره مساوی 
به مجموع طول ش��عاع ها باشد، در این 
ص��ورت دو دای��ره را خارج��اً مماس 

 rrd ′+= گویند، یعنی:       

دایره  دو  مراکز  بین  فاصله  اگر 
از مجموع طول شعاع های  بزرگ‌تر 
را  این صورت دوایر  باشد، در  دوایر 
 rrd ′+> غیر متقاطع گویند، یعنی:

r
O OO' O'

r'r r'

dd

	• دو دایره را طوری رسم نمایید که:
1: با هم یک نقطۀ مشترک داشته باشند.    2: با هم دو نقطۀ مشترک داشته باشند.

3: با هم هيچ نقطة مشترک نداشته باشند.    
	• فاصلۀ مراکز دایره‌ها  را در هر یک از حالات فوق با شعاع آن‌ها مقایسه کنید.

از اجرای فعالیت فوق به نتیجۀ زیر می‌رسیم که:

r
O OO' O'

r'r r'

dd

r
O OO' O'

r'r r'

dd

به شکل مقابل توجه نموده بگویید که:
1- ارابه‌های بايسکل دارای کدام شکل 

هندسی اند.
2- ارابه‌ه��ا ب��ه چند حالت ب��ا هم قرار 

گرفته می‌توانند توضیح دهید.

ACKU
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مثال:دو دایره را طوری رسم نمایید که شعاع دایرۀ اولی6cm، فاصلۀ مرکز دایرۀ 
 شعاع دایرة اول باشد. در این حالت 

3
2 دوم از مرکز دایرۀ اول2cm و شعاع دایرۀ دوم 

دو دایره نسبت به هم چه موقعیت دارند؟
2r به‌نامیم خواهیم داشت: 1r و شعاع دایرة دوم را  حل: اگر شعاع دایرة اول را 

 2|2||46||| 21 ==−=−= rrd چون:                                   
بنابراين دوایر با هم داخلًا مماس اند.

Page 8تمرين

O O' O O' O O'

O 1

O 22

6

r

r'

d

اگ��ر فاصل��ه بی��ن مراکز دو 
دایرۀ d کوچک‌تر از مجموع 
ط��ول ش��عاع ها و بزرگ‌تر از 
حاص��ل تفریق قيم��ت مطلقة 
باش��د،  دوای��ر  ش��عاع های 
دو دای��ره ب��ا ه��م متقاطع اند.

 r r d r r′ ′− < < +
        

اگ��ر فاصله بی��ن مراکز 
دو دایره صفر باش��د به 
نام دوای��ر متحدالمرکز 

یاد می‌شوند، یعنی:  
                             0=d

اگ��ر فاصله بی��ن مراکز دو 
دای��ره مس��اوی ب��ه حاصل 
مطلق��ة  قیم��ت  تفری��ق 
باشد،  دایره  دو  ش��عاع های 
مم��اس  داخ�اًل  را  دوای��ر 
                d r r′= − گویند، یعنی: 

دو دایره را به شعاع های 6cm و 4cm در نظر گرفته طور زیر آن ها را با هم رسم 
نمایید.

ب: دوایر داخلًا مماس باشند. 		 الف: دوایر خارجاً مماس باشند.
د:  دوایر غیر متقاطع باشند. 		 ج:  دوایر متقاطع باشند.

		 هـ : دوایر متحدالمرکز باشند.

Page 8

O O' O O' O O'

O 1

O 22

6

r

r'

d

1

2 1

r 6cm
2r r
3

= 
⇒

= 

2

2

2r 6
3

r 4cm

= ×

=

cm

ACKU
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فعاليت

زوایای مربوط به دایره
Angles of a Circle

زاویه‌یی که رأس آن در مرکز دایره و اضلاع آن از دو شعاع 
می‌گردد،  یاد  مرکزی  زاویة  به‌نام  باشد،  شده  تشکیل  دایره 

.α یا زاویة  AOB مانند زاویة
 اض�الع هر زاویۀ مرکزی را از محي��ط دايره یک قوس جدا 

• در شکل بالا چند زاویه دیده می شود؟
• خصوصیات مشترک این زاویه ها چيست؟ بیان دارید.

C(O,3) را رسم کنید. • دایرۀ 
	• دو قطر عمود بر هم را در این دایره رسم نمایید.

• چند زاویۀ مرکزی تشکیل می‌گردد؟ اندازۀ قوس مقابل هر زاویه چند درجه است؟
• محیط این دایره چند درجه است؟

از نتیجۀ فعالیت فوق می‌توانیم بنویسیم: 
طول یک قوس ارتباط به وسعت زاویة مرکزی آن دارد، یعنی:

تمرين
تعريف



B

A

O



B

A

O

360
AOB

∧

=
طول قوس

محیط دایره

به تصویر مقابل توجه نمایید:
اشکال هندسیی را که در آن مشاهده 

می‌گردند نام ببرید.

ACKU
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BOC و  136 , AOB 75
∧ ∧

= =  ),(  طوری ق��رار دارند اگر rOC 1-  س��ه نقط��ۀ B , A و C بالای محيط دایرة

∩  را محاسبه نمایید.
AC دو زاویۀ دو طرفۀ خط OB باشد قوس BOC 136 , AOB 75

∧ ∧

= = 

180 باشد. 2- یک زاویۀ مرکزی رسم نمایید که اندازۀ آن 

تمرين

∩  که مساوی 
AB مي‌نمايد که این قوس مس��اوی به زاویة مرکزی می باشد، مانند قوس

α است. به زاویة
بناءً می‌گوییم که: اندازۀ قوس مقابل زاویة مرکزی در دایره بر حسب درجه مساوی به 

 ∧∩∧

== αABAOB 			  زاویۀ مرکزی است؛ یعنی:      
  )minor( قوس کوچک  پنج چند   )major( بزرگ  قوس   C(O,r) دایرة در  مثال1: 
است. اندازة قوس‌های کوچک، اندازة قوس بزرگ و زاویۀ مرکزی مقابل آن‌ها را دریابید.

 
majorPAQ

∩  
xPQmajor −=

∩
360 باشد پس قوس بزرگ آن   

xPQ or =
∩

min حل: اگر قوس کوچک
است؛ لذا می‌توانیم بنوسیم که:

 

EK قطر دایره باشد  و  EOJ 82=  ،  KOS 31
∧

=  زاویة اگر  زیر  شکل  در  مثال2: 
∩  را به درجه محاسبه کنید.

EK ∩∩∩  و

SK,KJ,SJ قوس های 

 ∧

Page 11

Q

A O OP

J

E K

S

31

82

 قوس مقابل زاویۀ مرکزی

o

o

ooo

o

oooo

oo

180EOKEK

82EOJJE

1299831KJSKSJ

98KJKOJ

9882180EOJ180KOJ

31SK31SOKSK

==

==

=+=+=

==

=−=−=

=⇒=+

∧∩

∧∩

∩∩∩

∧∧

∧∧

∩∧∩  
=

∩

SK
 

o

o

ooo

o

oooo

oo

180EOKEK

82EOJJE

1299831KJSKSJ

98KJKOJ

9882180EOJ180KOJ

31SK31SOKSK

==

==

=+=+=

==

=−=−=

=⇒=+

∧∩

∧∩

∩∩∩

∧∧

∧∧

∩∧∩  

o

o

ooo

o

oooo

oo

180EOKEK

82EOJJE

1299831KJSKSJ

98KJKOJ

9882180EOJ180KOJ

31SK31SOKSK

==

==

=+=+=

==

=−=−=

=⇒=+

∧∩

∧∩

∩∩∩

∧∧

∧∧

∩∧∩

 98KJKOJ ==
∩∧
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Q

A O OP

J

E K

S

31

82 x

 

o

oo

o

o

o

3006055xPAQ

360xPOQ60x

3606x
3605xx

5PQPAQ

360PAQPQ

minmag

=×==

==⇒=

=

=+

=

=+

∩

∧

∩∩

∩∩

 60
 

 maj
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از نتیجۀ این فعالیت می‌توانیم طور زیر قضیه را بیان و ثبوت نماییم.
قضيه: در هر دایره قطر عمود بر وتر، وتر و قوس های مقابل آن‌ها را تنصیف میکند.

Δ   می‌توانیم بنویسیم که: 

1AOH و  Δ

2BOH ثبوت: از دو مثلث 

زاویه‌های  و   AH HB= که می‌آید  دست  به  نتیجه  چنین  مثلث  دو  تساوی  از  بناءً 
∩∩  است.

= EBAE 1 با هم مساوی بوده، در نتیجه  2AOH BOHو مرکزی
C(O,26) داده شده اگر فاصلۀ عمودی وترAB از مرکز دایره 10 واحد  مثال: دایرۀ

باشد، طول وترAB را محاسبه کنید.

فعاليت

خصوصيات وتر دایره

r,O(C( وترAB ر ا رسم کنید. در دایرة 
قطر ED دایره را طوری رسم نمایید که مثلثي بر وتر AB در نقطۀ H عمود باشد.
نقطة )O( را بهA وB وصل نمایید مثلثی که تشکیل می شود چه نوع مثلث است؟

<( را بگذارید. >= یا  , در جاهای خالی علامت مناسب)

1 2

O

A B
E

H

D

A B

D

C

1 2

O

A B
E

H

D

A B

D

C

1 2

OA OB.........

H H .......... AOH OHB
OH OH........

∧ ∧ ∆ ∆

= 
= ⇒ ≅
= 

شعاع دایره

قایمه
مشترک

به ش��کل مقابل توج��ه نمایید، خطوط 
CD ،AB و EF را به‌ن��ام چ��ه ی��اد 

می‌کنند؟
خصوصیت مس��تقیم EF چیس��ت و با 

AB و CD چه ارتباط دارد؟

E

F

O

 HBAHEBAEOBOA ,,
∩∩

ACKU



14

تمرين

فعاليت

 نظر به قضیة فیثاغورث داریم که:
∆

OHA حل: در مثلث

O(C,3( را ترسیم نمایید. • دایره 
• در دایره دو وتر مساویPQ وRS را رسم نمایید.

• از مرکز دایره بالایPQ وRS عمودها را رسم کنید، طول آن‌ها را اندازه کنید.

C(O,13) وترAB از مرکز دایره به فاصلۀ پنج واحد قرار دارد، طول 1- در دایرۀ 
AB را دریابید. 

2- ثبوت کنید، در هر دایره قطری که از وسط وتر بگذرد، بالای 
آن وتر عمود است.

فاصلۀ  اگر  کنید.  رسم  را   AB=8cmوتر دایره  یک  در   -3
و  باشد، طول قطر   OH=3cm دایره  از مرکز  این وتر  عمودی 

محیط دایره را محاسبه نمایید.

Page 13

O

H
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BA
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O
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O

H

10
BA

26

O
M

P

N

R

Q S

X

1 2

O

A

C

D

B
1 2

از نتیجة این فعالیت قضیه را طور زیر بیان و ثبوت می نماییم.
قضیه: وترهای مساوی، از مرکز دایره هم‌فاصله اند.

POM داریم که:  RONو ثبوت: از دو مثلث
شعاع دایره...........

قایمه........................
وترهای مساوی........

2 2 2

22 2

2 2 2

2

OA AH OH

(26) AH (10)

AH (26) (10)

AH 676 100 576

AH 24

AB 2AH 2 24 48unit

= +

= +

= −

= − =

=

= = × =

در نتیجه گفته می‌توانیم که در هر دایره، وترهای مساوی از مرکز هم‌فاصله اند.

OP OR

1 2

PQ RS

PQ RS
2 2

PM RN

POM RON

OM ON

∧ ∧

∆ ∆

=

=

=

=

=

≅

=

POM RON

OM ON

∆ ∆

≅

=
 ⇒

 RNPM =⇒

 















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فعاليت

خصوصيت شعاع دایره

∆ ب��ه دایرۀ  • درش��کل مقاب��ل خط مس��تقیم 
),(  در نقطۀ T مماس است. rOC

دو  به  را  Dو  C,B,A نقاط  مماس  بالای   •
انتخاب و آن ها را به مرکز دایره   T طرف نقطۀ

وصل نمایید.
• قطعه خط‌ها ي تشکيل شده را توسط خط‌کش اندازه نمایید.

•کوتاه‌ترین فاصله بین مرکز دايره و مماس∆ را نشان دهید.
•کوتاه‌ترین فاصله بین یک نقطه و یک مستقیم کدام فاصله است؟

• از دو فقره چه نتیجه می‌گیرید؟

O

T


O

CB DA T


A
B

C

O



از نتیجة این فعالیت می‌توانیم قضیة زیر را  بیان و ثبوت نماییم.
قضیه: شعاع دایره در نقطة تماس بالای مماس عمود است.

ثبوت: در شکل زیر دیده می‌شود که:
 OT OB OA
OT OC OD

< <
< <

می دانیم که کوتاه‌ترین فاصله بین یک نقطه و 
یک خط مستقیم فاصلۀ عمودی است.

OT است.  ⊥ ∆ در نتیجه گفته می‌توانیم که:

O

T


O

CB DA T


A
B

C

O



O

T


O

CB DA T


A
B

C

O



خط��وط OB ،OC و OA به‌نام چه 
ياد می‌شوند.

∆ با دایرۀ O و ش��عاع  ارتب��اط خط 
OB آن چيست؟

ACKU
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تمرين

,c(o در نقطۀ A مماس است. اگر  r) مثال1: در ش��کل زیر خط مس��تقیم∆  به دایرۀ
60 باشد، اندازۀ زاویۀ x را دریابید.  مساوی به AOB زاویۀ 

,r)C(o  مماس اس��ت، اگر طول  ∆ ب��ه دایره  مث�ال2: در ش��کل زیر خط مس��تقیم 
OM = 4unit وON = 5unit باشد، طولMN را دریابید.

حل: می دانیم شعاع دایره در نقطۀ تماس بالای مماس عمود است، در نتیجه در مثلث 
 با استفاده از قضیة فیثاغورث می‌توانیم بنویسیم که: 

∆

OMN قایم‌الزاویۀ 

شعاع  در نقطه تماس بالای مماس عمود است.
هر مماس در نقطۀ تماس بالای شعاعی که از نقطۀ تماس می‌گذرد، عمود است.

است  مماس   )r,c(P دایرۀ بالای   ∆ مقابل  شکل  در   -1
اگر AC = 8unit و BC = 10unit طول داشته باشدAB را 

دریابید.

2- در ش��کل مقاب��ل اگ��ر WZ در نقط��ۀ T ب��ه دایرۀ 
),( مماس باشد و اگر TW = 3unit ،OS = 1unitو rOC
 OW,SN,AS,OAباشد، طول قطعه‌خط‌های OT = 2unit

وTXرا دریابید. 







O

YB
A

X

O

M N

BA

C
108

W T

O

A
Z

N

S

X







O

YB
A

X

O

M N

BA

C
108

W T

O

A
Z

N

S

X







O

YB
A

X

O

M N

BA

C
108

W T

O

A
Z

N

S

X

2 2 2

2 2 2

2 2 2

ON OM MN

MN ON OM

MN 5 4 9

MN 3

= +

= −

= − =

=







O

YB
A

X

O

M N

BA

C
108

W T

O

A
Z

N

S

X

 ∧ ∧OA BA y 90

o x y 180
60 x 90 180
x 180 150
x 30

∧ ∧

⊥ ⇒ =

+ + =

+ + =

= −

=





  

 



 ∧

 ∧
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فعاليت

زاویۀ محیطی دايره
Inscribed Angelof a Circle

 زاویه‌یی که رأس آن بالای محیط دایره واقع باشد و اضلاع آن از دو وتر دایره تشکیل 
.β یا زاویۀ

∧

ABC شده باشد، زاویة محیطی نامیده می‌شود؛ مانند زاویۀ 

 را طوري رسم 
∧

ABC ),( زاویۀ محیطی  rOC • در دایرة 
کنيد که ضلع BC آن از مرکز دایره بگذرد.

A را به مرکز دایره O وصل نمایید. چه نوع مثلث  • نقطۀ 
تشکیل می شود؟

 در مثل��ث OAB ب��ا هم چ��ه ارتباط 
∧

B  و 
∧

A • زوای��ای 
دارند؟

• زاویۀ  AOCچه رابطه با زوایای A  و B دارد؟

تعريف

OA

B

C



OA

B

C



OA

B

C


OA

B

C



OA

B

C



OA

B

C


OA

B

C



OA

B

C



OA

B

C


OA

B

C



OA

B

C



OA

B

C


به خاطر بیاورید:
مرکزی  زاوی��ة  وس��عت   •
مس��اوی به قوس مقابل  آن 

است.
• وسعت هر زاویة خارجی 
مجموعۀ  به  مس��اوی  مثلث 
وس��عت دو زاوی��ة داخلی 

غیر مجاور آن است.

شکل مقابل دایرۀ مرکزی میدان فوتبال  
که حس��یب‌الله به بلال و بلال به الیاس 
توپ را پاس می‌دهد. ش��کلی را که از 
مسیر پاس دادن توپ تشکیل می‌گردد 

نام بگیرید.
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OA

B

C

O

AB

C

تمرين
1- در یک دایره  زاویۀ محیطی رسم کنید که اندازۀ آن°90 باشد؟

2- دو نقط��ۀ A وB را روی محی��ط دایره در نظر بگیرید. چند زاویۀ محیطی مس��اوی 
مقابل به قوس AB وجود دارد؟

از فعالیت صفحۀ قبل می‌توانیم قضیه را طور زیر بیان و ثبوت نماییم.
قضیه: وس��عت هر زاویۀ محیطی مساوی به نصف قوس مقابل که توسط آن قطع شده 

می باشد.
در این‌جا اين قضیه را در حالتي که یکی از اضلاع زاویۀ محیطی قطر دایره است ثبوت 

می‌کنیم. ثبوت در حالات متباقی، کار شاگردان می‌باشد.
 زاویه خارجی مثلث AOB است، می‌توانیم بنویسیم که:

∧

AOC ثبوت: زاویۀ 

  

است.
 

 ∩
AC

2
1 وسعت زاویۀ محیطی ABC برابر به 

AB  و  AOB باشد، طول قوس  60
∧

=  C(O,r) اگر زاویۀ مرکزی مثال: در دایرة
 را دریابید.

∧

ACB اندازۀ زاویة محیطی 
ح�ل:  در ی��ک دای��ره از رابطه بی��ن زاویۀ مرکزی و ق��وس مقابل آن نوش��ته کرده 

 می‌توانیم:

o
o

o

o
o

30
2

60

2

60

60
60

==⇒










=

=

=⇒






=

=

∧
∩

∧

∩

∩

∩∧

∧

ACB
ABACB

AB

AB
ABAOB

AOB

زاویة مرکزی

لذا:

در نتیجه

چرا......

 
AOC A B

A B

AOC B B

AOC 2B

∧ ∧ ∧

∧ ∧

∧ ∧ ∧

∧ ∧

= +

= 
= + ⇒


= 


 

2
ACB

B2AC

B2AOC

ACAOC

∩
∧

∧∩

∧∧

∩∧

=

=

=

 

2
ACB
∩

∧

=
 
=

∧

ABC
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فعاليت

زاویۀ مماسی دايره

 زاویه‌ي��ي که یک ضلع آن با دایره مماس و ضلع دیگر آن 
وتر دایره و رأس آن در نقطۀ تماس بالاي محيط دايره قرار 

. θ داشته باشد زاویۀ مماسی گفته می‌شود، مانند زاویۀ 

),(  را ترسیم نمایید. rOC • دایرۀ
• به دایرة متذکره یک زاویۀ مماسی رسم نمایید.

• انجام‌های وتر دایره را به مرکز دایره وصل نموده بگوييد چه نوع مثلث تشکیل می‌گردد؟
• از مرکز دایره بالای وتر یک عمود رسم نمایید.

∧  و زوایای مثلث های قایم‌الزاویۀ تشکیل شده چه رابطه 

TOP • اندازۀ زاویۀ مرکزی 
با اندازۀ زاویۀ مماسی دارد؟

تعريف

از نتیجۀ این فعالیت می‌توانیم قضیه را به شکل زیر بیان و ثبوت  نماییم.
قضیه: در یک دایره وسعت هر زاویۀ مماسی مساوی به نصف قوس مقابل آن است.

  
 ∧

OTC قایمۀ  زاویۀ  و   
∆

OHT قایم‌الزاویۀ  مثلث  از  ثبوت: 
داریم که:

 

نظ��ر به ش��کل خطوط مس��تقیمي که 
θ  را تش��کیل نموده، نام گرفته  زاویۀ 
و بگوييد رأس زاویه در کدام قس��مت 

دایره واقع است؟

O

A



O

T

P

H

C

1

4
3

2

O

 

3 1 90
3 1 3 4 1 4

3 4 90

∧ ∧
∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧

∧ ∧

+ = ⇒ + = + ⇒ =
+ = 



  

2
PTPTC

2
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TOP1
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∧

∩∧
∧
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
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
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تمرين

45 باشد وسعت زوایای  r,o(C(  زاویۀ مرکزی مثال1: در شکل زیر اگر در دایرۀ
محیطی و مماسی را دریابید.

حل: با استفاده از رابطه بین زاویۀ مرکزی و قوس مقابل آن می‌توانیم بنویسیم که:

))62 است.  −α ∧  قرار دارد

ATX مثال2: در شکل زیر اندازۀ قوسAT ، که مقابل 
  را دریابید.

∧

ATX اندازة زاویۀ مماسی 
حل: با استفاده از رابطة وسعت زاویۀ مماسی با قوس مقابل می‌توانیم بنویسیم که:

زاویه‌های مماسی و محیطی که به مقابل عين قوس واقع باشند، باهم مساوي اند.
زاویۀ مماسی نصف قوس مقابل آن است.

اندازۀ زاویه های مماسی را در شکل های زیر به دست آرید.
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• دایره: ست تمام نقاط در یک مستوی که از یک نقطۀ ثابت فاصلة مساوی داشته 
باشند دایره نامیده می شود.

• ست تمام نقاطی که فاصلۀ آن‌ها از مرکز دایره کوچک‌تر از شعاع دایره باشد نقاط 
ساحۀ داخلی دایره گفته می شوند.

نقاط  باشد  به شعاع دایره  از مرکز دایره مساوی  نقاطی که فاصلۀ آن‌ها  ست تمام   •
بالای دایره گفته می شوند.

• ست تمام نقاطی که فاصلۀ آن‌ها از مرکز دایره بزرگ‌تر از شعاع دایره باشد نقاط  
ساحۀ خارجی دایره گفته می شوند.

• قسمتی از مستوی که توسط محیط دایره و سطح داخلی آن جدا شده باشد سطح  
دایره نامیده می‌شود.

• شعاع دایره: خطی که مرکز دایره را به یکی از نقاط محيط دایره وصل نماید، 
شعاع دایره نامیده می شود.

• وتر دایره: قطعه خطی که دو نقطۀ محيط دایره را با هم وصل نماید وتر دایره نامیده 
می شود.

• قطر دایره: وتری که از مرکز دایره بگذرد، قطر دایره نامیده می شود.
- هر قطر از دو شعاع تشکیل گردیده است.

• قوس دایره: یک قسمت از محیط دایره به نام قوس دایره یاد می شود.
• مماس دایره: مستقیمی که با دایره تنها یک نقطۀ مشترک داشته به نام مماس دایره 

یاد می شود.
• قطعه دایره: قسمتی از سطح دایره که توسط وتر دایره جدا شده باشد، قطعۀ دایره 

یاد می‌شود.
• قطاع دایره: قسمتی از دایره که توسط دو شعاع و قوس مربوط از سطح دایره جدا 

شده باشد، قطاع دایره نامیده می شود.
• اگر مستقیم با دایره یک نقطۀ مشترک داشته باشد، مماس و اگر دو نقطة مشترک 

داشته باشد، قاطع گفته می شود.
• در هر دایره قطعه خط عمود بر وتر، وتر  را تنصیف و قوس های مساوی را از آن 

جدا می‌کند.

نكات مهم فصل اول
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• شعاع دایره در نقطۀ تماس بالای مماس عمود است.
• وترهای مساوی از مرکز هم فاصله اند.

• زاویۀ مرکزی: زاویه‌یی که رأس آن در مرکز دایره و اضلاع آن از شعاع دایره 
تشکیل شده باشد، زاویۀ مرکزی گفته می‌شود.

• اندازۀ وسعت هر زاویة مرکزی مساوی به قوس مقابل است.
 به دست می‌آید.

360
AOB

∧

=
طول قوس

محیط دایره
∧  از رابطۀ  

AOB • طول قوس مقابل زاویۀ مرکزی
• زاویۀ محیطی: زاویه‌یی که رأس آن در محیط دایره واقع بوده و اضلاع آن از دو 

وتر دایره تشکیل شده باشد، زاویۀ محیطی نامیده می‌شود.
• وترهای مساوی یک دایره را زاویه‌های مساوی از مرکز جدا می‌کنند.

قطع شده،  آن  توسط  که  مقابل  قوس  نصف  به  مساوی  محیطی  زاویۀ  هر  وسعت   •
می باشد.

• هر زاویۀ محیطی نصف زاویۀ مرکزی است که به مقابل عین قوس واقع باشد.
• زاویۀ مماسی:  زاویه‌یی که یک ضلع آن مماس به دایره و ضلع دیگر آن وتر دایره 

بوده و رأس آن در نقطة تماس قرار داشته باشد، زاویۀ مماسی گفته می‌شود.
• وسعت هر زاویۀ مماسی به اندازۀ نصف قوس مقابل آن است.

• وسعت زوایای مماسی و محیطی که مقابل عین قوس واقع باشد، با هم مساو یاند.
• وسعت هر زاویۀ مماسی متمادی به نصف زاویۀ مرکزی است که به مقابل عین قوس 

واقع باشند.
• موقعیت دو دایره با همدیگر:

_ اگر فاصلۀ بین مراکز دو دایره بزرگ‌تر از مجموع طول شعاع های دوایر باشد، دوایر 
را غیرمتقاطع می‌گویند.

_ اگر فاصله بین مراکز دو دایره برابر مجموع طول شعاع های دوایر باشد، دوایر را 
خارجاً مماس می‌گویند.

_ اگر فاصله بین مراکز دو دایره کوچک‌تر از مجموعۀ طول شعاع های دوایر و بزرگ‌تر  
از قيمت مطلقة حاصل تفریق شعاع های دوایر باشد، دوایر را متقاطع می‌گویند.

_ اگر فاصله بین مراکز دوایر مساوی به قیمت مطلقۀ حاصل تفریق شعاع‌های دوایر 
باشد، دوایر را با هم داخلًا مماس می‌گویند.

_ اگر فاصله بین مراکز دو دایره صفر باشد، دوایر را متحدالمرکز می‌گویند.
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• در س��والات زیر برای هر س��وال چهار جواب داده ش��ده اس��ت. جواب صحیح را 

انتخاب کنید.
1- طول قطر دایره مساوی است به:

2r )d 		  π2  )c       		  π   )b 		 3r  )a
2- دایره به شکل زیر نمایش داده می شود:

 drOC (),(C(o, r) (d (b,a) (c (1,2) (b 0 (a aO (
3- خط مستقیم که با دایره یک نقطۀ مشترک داشته باشد به نام:

b(مماس یاد می‌شود. 				   a(وتر یاد می‌شود.
d( محیط یاد می‌شود. 				   c( قوس یاد می‌شود
4- ست نقاطی که فاصلۀ آن‌ها از مرکز دايره  بزرگ‌تر از شعاع دایره باشد:

b(بالای دایره گفته می‌شود. 			  a( روی دایره گفته می‌شود.
d(داخل دایره گفته می‌شود. 			  c( خارج دایره گفته می‌شود.

5- وتری که به مرکز دایره نزدیک‌تر باشد:
b( کوچک‌تر است. 				   a( ضخیم‌تر است.

d( طویل‌تر است. 					    c(کوتاه‌تر است.
6- اگر یک خط مستقیم دایره را در دو نقطه قطع کند آن‌را:

b( مماس گویند. 				   a( مستقیم و دایره گویند.
d( موازی گویند. 					    c( قاطع گویند.

80 باشد، اندازۀ قوس مقابل زاویۀ مذکور مساوی  7- اگر زاویۀ مرکزی یک دایره
است به:

80 (d 80" (c 70'(b 90 (a 

8- یک خط مستقیم با دایره در مستوی چند حالت دارد؟
a(3b(7c(4d(1

9- زاویه‌یی که رأس آن بالای محیط و اضلاع آن وترهای دایره باشند؟
b( زاویة مماس است. 		  		 a( زاویة مرکزی است.

d( زاویة محیطی است. 				   c( زاویة محاطی است.

تـمرينات فصل اول

ACKU
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• جاهای خالی را با کلمات مناسب پر کنید.
1- قسمتی از سطح دایره که توسط وتر از دایره جدا می‌شود...................................

....دایره نامیده می‌شود.
2- بزرگ‌ترین وتر دایره  ........................ است.

3- ست نقاطی که ............................................. آن‌ها از مرکز دایره کوچک‌تر از 
شعاع دایره باشد، ساحۀ ............................دایره گفته می‌شود.

4- وقتی که مستقیم با دایره هیچ ...................... مشترک نداشته باشد ............................ 
دایره گفته می‌شود.

5- در هر دایره قطر ..................... بر هر وتر، وتر را تنصیف و قوس‌های ........................ 
از آن جدا می‌کنند.

مربعات  مجموعۀ  به  مساوی  وتر   ............................... قایم‌الزاویه  مثلث  هر  در   -6
اضلاع ...................... است.

7- در هر دایره وتر‌یکه به مرکز نزدیک‌تر است ................................ می‌باشد.
8- شعاع دایره  در نقطۀ تماس بالای .......................... عمود است.

9- زاویۀ مرکزی زاویه‌یی است که ................................ آن در مرکز و اضلاع آن 
......................... دایره باشد.

10- زاویه‌یی که یک ضلع آن به دایره ........................... و ضلع دیگر آن ..............
..................... دایره و رأس آن بالای نقطة ........................... واقع باشد زاویة مماسی 

نامیده می‌شود.

• کدام یک از جملات زیر صحیح و کدام ها غلط اند، در مقابل صحیح علامۀ )ص( 
و در مقابل غلط علامۀ )غ( بگذارید.

 r به نام مرکز به اندازۀ )O( ست تمام نقاطی یک مستوی که از یک نقطۀ )	(  -1
فاصلۀ مساوی داشته باشد، دایره نامیده می‌شود.

)	( معمولاً دایره را به نام محیط آن یاد می‌کنند.  -2
)	( قطعه خطی که دو نقطۀ محیط دایره را وصل می‌کند. قطر نامیده می‌شود.  -3

)	( شعاع دایره نصف قطر است.  -4
)(   استفاده می‌شود. )	( برای نمایش قطعۀ دایره از علامۀ   -5

ساحۀ  باشد،  دایره  شعاع  به  مساوی  مرکز  از  آن‌ها  فاصلۀ  که  نقاطی  )	( ست   -6

ACKU
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خارج دایره گفته می شود.
جدا  آن  از  را  مختلف  قوس  دو  و  تنصیف  را  وتر  وتر،  هر  بر  عمود  قطر   )	(  -7

می کند.
)	( تمام دایره به نام قوس دایره یاد می‌شود.  -8

، d  قطر و r شعاع دایره است.  
2
rd = )	( در رابطۀ   -9

)	( شعاع دایره در نقطۀ تماس بالای مماس عمود است.  -10

• سوالات زیر را حل نمایید.
∩∩  است: 

= NIAN ON||CA  باشد ثابت کنید که  1- در شکل زیر اگر CI قطر و 

P BA

QC D

R
10 6

1

N
A

C IO
2

55
BE

A

Q
P

D

B

y

A xO

C

A
y

B

D

E

C

x

A

B

D
C

x

x

x

                                                                        
        
                               

 را دریابید.
∧

x o84AB  باشد  =
∩

o140y  و  =
∧ 2- در شکل زیر اگر 

P BA

QC D

R
10 6

1

N
A

C IO
2

55
BE

A

Q
P

D

B

y

A xO

C

A
y

B

D

E

C

x

A

B

D
C

x

x

x
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∩  دارای طول های 
CD ∩∩  و 

AB,BC E و قوس‌های  40
∧

=  3- در شکل زیر اگر زاویۀ
 را دریابید.

∧

ACD مساوی باشد، اندازة زاویۀ 

P BA

QC D

R
10 6

1

N
A

C IO
2

55
BE

A

Q
P

D

B

y

A xO

C

A
y

B

D

E

C

x

A

B

D
C

x

x

x

   					   

4- در اشکال زیر اندازة x وy را دریابید.
  

     
CD

BA

x

E 50

90

y

C

D

B

A

E
90

170

x

V

S

T

R

1

2
3

4
5

6 78

5- اندازه های x و y را در هر شکل زیر پیدا کنید.
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فعاليت

روابطۀ طولی در دایره

تعريف

قطعه خط هایی را که در شکل 
می بینید نام بگیرید. 

	 

موجود  هندسی  شکل  یک  خطی  اجزای  اندازه‌های  بین  که  روابطي  طولی:  روابطۀ 
است، روابط طولی نامیده می‌شود. 

PAB و   r,O(C( قاطع  • از نقطة P خارج دایره 
PCD را رسم نمایید.

C وصل نمایید. B را به  D و  A را به  • نقطۀ 
 را روی شکل نشان دهید 

∆

PCB  و  
∆

PAD • مثلث 
و بگویید که آیا آن ها متشابه اند؟

• نسبت‌های تشابه را در دو مثلث فوق بنویسید.

O

BA

P
T

D
C

M

دو  مثلث  دو  در  هرگاه   •
با هم مساوی  زاویۀ مثلث 
باشند، زاویۀ سوم آن لزوماً 

با هم مساوی می‌شود.
متشابه  مثلث های  در   •
زاویه های  مقابل  اضلاع 

مساوی متناسب اند.

ازنتیجۀ این فعالیت قضیه را طور زیر بیان و ثبوت می نماییم.

قضی�ه )1-2(: ه��رگاه از یک نقط��ۀ خارجی بالای یک دایره دو قاطع رس��م گردد، 
حاصل ضرب هر قاطع در قطعۀ خارجی آن با هم‌دیگر مساوی است.

ACKU
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نتیجه

تمرين

ثبوت:
 روابط زیر موجود 

∆

PCB  و 
∆

PAD بین مثلث‌های 
است:

	     
	

 با هم مشابه اند، 
∆

PCB و 
∆

PAD از تساوی سه زاویۀ فوق می‌توانیم بنویسیم که مثلث های
لذا می‌توانیم بنویسیم که:

طول  اگر  است   C(O,r) دایره قاطع   دو   PB PA و زیر شکل  در  مثال: 
    PC = 6 cm , PA =10 cm وPD = 4 cm باشند طول هایPB و DB را دریابید.

P رسم شده اند و با استفاده از  قضةي )2-1(   حل: نظر به طول قطعات که از نقطۀ 
می‌توانیم بنویسیم که:

 

اگر از یک نقطۀ خارجی  بالای یک دایره دو قاطع رسم گردد، حاصل ضرب هر قاطع 
در قطعۀ خارجی آن با هم‌دیگر مساوی است.

O

Page ٣

B
A

D
C

O
B

A
D

C 6

O

P

4

6

8 5

x

O

2x+1

2

4

x

P

O

Page ٣

B
A

D
C

O
B

A
D

C 6

O

P

4

6

8 5

x

O

2x+1

2

4

x

P

PA.PB = PC. PD
زوایای محیطی عین قوس

مشترک

D B
A C

P P

∧ ∧
∧ ∧

∧ ∧

=  ⇒ =
= 

PA PDPCB ~ PAD PA PB PC PD
PC PB

∆ ∆

⇒ = ⇒ ⋅ = ⋅

PA PC PB PD
10 6 PB 4
60 4PB
PB 15cm
DB PB PD
DB 15 4
DB 11cm

⋅ = ⋅
× = ⋅
=
=
= −
= −
=

x را دریافت کنید.  1- در اشکال زیر قیمت عددی

O

Page ٣

B
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D
C
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B

A
D
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O

P
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x

O
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P

O
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طاقت یک نقطه نظر به یک دایره 

فعاليت
خارج  در  که   P مستقر  نقطۀ  از  )r,O(C دایرۀ به   ●

PB  را رسم نمایید. دایره قرار دارد قاطع 
PD  را طوری رسم نمایید  ● از نقطۀ خارجی P قاطع

r,O(C( بگذرد . که از مرکز دایره
PD  را با استفاده از قضیۀ)1-2( بنويسید. PB  و ● رابطه بین قطعات

● در رابطۀ بالا فاصله های PC و PD را بر حسب فواصل الی مرکز دایره بنویسید. 

● اگر فاصلۀ نقطۀ P تا مرکز دایره را d و شعاع دایره را r به‌نامیم، رابطۀ بالا را بر حسب r و 
d بنویسید.

به شكل مقابل توجه كنيد.
آیا در اين شكل تساوي

QR.QS = QU.QT 
 حقيقت دارد؟

از نتیجۀ این فعالیت قضیه را طور زیر بیان و ثبوت می نماییم:
قضیة)2-2(: از یک نقطۀ خارج یک مس��توی  اگر بالای دایره دو قاطع طوری رسم 
گردد ک��ه قاطع دومی نیز از مرکز دایره بگذرد، در این‌صورت حاصل ضرب قطعات 
22 بوده که در آن، d فاصله نقطۀ ثابت از  rd − قاطع اولی مساوی به یک مقدار ثابت 

مرکز دایره و r شعاع دایره است.
حالت اول: در این جا قضیه را در حالتی که نقطۀ مس��تقر خارج دایره واقع باش��د، ثبوت 

می نماییم. ثبوت: اگر نقطۀ P خارج دایره باشد و فاصلۀ آن 
مرکز دایره به d و شعاع دایره را به r نشان دهیم با استفاده از 

قضیة)1-2( می‌توانیم بنویسیم که:
 

22 rdPBPA

)rd)(rd(PBPA

)ODPO)(COPO(PBPA

)12....(PDPCPBAP

−=⋅

+−=⋅

+−=⋅

−⋅=⋅                          
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P
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تعريف

تمرين

ثبوت دو حالت دیگر که در آن‌ها نقطۀ مس��تقر 
روی محی��ط دای��ره، داخل دایره می‌باش��د کار 

شاگردان عزیز می‌باشد.

O

Page ٥

23
3X 8

X
10

82X

22

10

8
4

x+2

3X
8

8

 

  
  

  
  
  
  
  

                    
   .  

            .  
         . 
             minor   . 
             major   .  
 

 

  
  

  
  
  
  
  

                    
   .  

            .  
         . 
             minor   . 
             major   .  
 

 

  
  

  
  
  
  
  

                    
   .  

            .  
         . 
             minor   . 
             major   .  
 

C(O,r) یاد می‌ش��ود که مقدار  رابطۀ اخیر به نام طاقت یک نقطۀP نظر به یک دایره
22 نيز آن‌را نمایش می دهند. rd)o(P −= 22 ثابت می باشد که به شکل  rd −

P به فاصلة 13cm از مرکز دایره  مثال1: اگر قطر یک دایره 10cm باشد یک نقطۀ
C(O,r) دریابید. P را نظر به دایرة قرار دارد، طاقت نقطۀ 

حل: چون قطر دايره داده شده بناءً ابتدا شعاع دايره 
را دريافت نموده، بعداً طاقت نقطۀ P را نظر به دايره 

				   دريافت می‌نماييم: 

D 10r 5cm
2 2

= = =
2 2

(O)

2 2
(O)

(O) (O)

P d r

P (13) (5)
P 169 25 P 144

= −

= −

= − ⇒ =

2- طاقت یک نقطه را در حالات زیر پیدا کنید.
5r باشد. = 3d و  = 3r باشد.  ج( اگر  = 3d و  = 4r باشد. ب( اگر  = 7d و  = الف( اگر 

• اگ��ر طاقت یک نقطه نظر به یک دایره مثبت باش��د، نقطه خارج 
 )0(P  rdrdP >⇒>−= 0)0( 22  22 rd > دایره قرار دارد:

بالای  نقطه  باشد،  دایره صفر  به یک  نظر  نقطه  یک  طاقت  اگر    •
 =)0(P 2 2 2 2

(o)P 0 , d r 0 d r= − = ⇒ = محیط دایره واقع است، یعنی:   
یا  از صفر  دایره کوچک‌تر  به یک  نظر  نقطه  طاقت یک  • اگر 

منفی باشد، نقطه به داخل دایره واقع است.
 =)0(P 2 2 2 2

(o)P 0 , d r 0 d r< − < ⇒ < یعنی:   
                                    	

1- در اشکال زیر قیمت های x را دریابید.
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22 rdPBPA

)rd)(rd(PBPA

)ODPO)(COPO(PBPA

)12....(PDPCPBAP

−=⋅

+−=⋅

+−=⋅

−⋅=⋅
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را رسم نمایید.     PQ و PRدو مماس )r,O(C ● از یک نقطۀ خارجی P  به  دایرة 
به   P نقاط تماس خط مماس با دایره اند.آیا مماس دیگری از نقطۀ R و   Q نقاط ●

دایره رسم شده مي تواند؟
● نقطۀ O را به نقاط R، Q  و نقطۀ P را به O وصل نمایید.

● مثلث های تشکیل شده با هم چه رابطه دارند؟
● آیا طول مماس‌های رسم شده با هم مساوی اند؟

 به شكل مقابل توجه كنيد:
هرگاه حركت اشعة نور را به صورت 
مستقيم قبول نماييم، اين خطوط نسبت 

به توپ و ساةي آن چه رابطه دارند؟

فعاليت

از نتیجۀ این فعالیت قضیه را طور زیر بیان و ثبوت می نماییم.
قضيه)3-2(: اگر از یک نقطۀ خارج به یک دایره دو مماس رسم گردد، طول اين 

مماس‌ها با هم مساوي مي‌باشند.
∆ می‌توانیم بنویسیم که:

POQ ∆ و 

POR ثبوت: از دو مثلث 

____  و 
PB قضيه)4-2(: هرگاه بالای یک دایره از یک نقطۀ خارج دایره یعنی P، قاطع

____  رسم گردد، ثبوت نمایید که مربع مماس مساوی به طاقت نقطه نظر 
PT یک مماس 

به دایره است.

خط مماس به دایره

مشترک
ORشعاع دایره  OQ....

PO PO

R Q..............90

POR POQ

PR PQ

∧ ∧

∆ ∆

=

=

=

≅

=



R

O

Q

P

B

T

O A P

T

O

T'

PAB
10cm

4cm

R

O

Q

P

B

T

O A P

T

O

T'

PAB
10cm

4cm
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 PT' و PT 22  است بنا بر آن rdPBPA −=⋅ مثال: در شکل زیر قیمت‌هايی چون 
را به‌دست آرید.

می دانیم که رابطه بین مماس و یک قاطع عبارت ازPA.PB= PT2  است لذا  حل: 
می‌توانیم بنویسیم که:

مي‌داني��م وقتي که از يک نقطۀ خارج دايره به دايره دو مماس رس��م ش��ود طول اين 
 10240' === PTPT  cm مماس‌ها با هم مساوي اند:    

- اگر از یک نقطۀ خارج به یک دایره دو مماس رسم گردد، طول اين مماس‌ها باهم مساوي اند.
- هرگاه از یک نقطۀ خارج بالای یک دایره یک قاطع و یک مماس رسم گردد، مربع 

مماس مساوی به طاقت نقطه نظر به دایره است.

 A T را به  قاطع به دایره است. اگر نقطۀ   PB ثبوت: در دایرة PT, C(O,r) مماس و 
 می‌توانیم بنویسیم که: 

∆

PTB  و 
∆

PTA B وصل نمایید از مثلث های و 

در اشکال زیر قیمت‌های x را به دست آرید.

 

2 2 2 2

PA PT
PT PB
PA PB PT PT d r

=

⋅ = = −

I II

PTA PBT.....(I)

P P..........(II) PTB ~ PTA

PTB PAT

∧ ∧

∧ ∧ ∆ ∆

∧ ∧ ∧

= 
= ⇒


⇒ = 


I II
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زوایای محیطی و مماس مقابل عین قوس

مشترک

از رابطۀ I و II می‌توانیم بنویسیم:
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تعريف

زاویۀ داخلی دایره

● دایرۀ C(O,r) را رسم کنید  و در آن دو وتر AB وCD را 
طوری رسم نمایید که در نقطة P  یک‌دیگر را قطع نمایند. 

زوایای تشکیل شده چه نام دارند؟
زاویۀ 

∆

PDBنمایید، در مثلث B  وصل  به  C را  D و  نقطة   ●
مثلث با دو زاویة غیر مجاور چه رابطه دارد.

∧

CPB خارجی

دو وتر متقاطع در داخل دايره رس��م 
كنيد و بگوييد كه چند زاويه تشيكل 

شده و چه نام دارد؟

زوایایی که از تقاطع دو وتر در داخل دایره تشکیل شده باشد به نام زوایای داخلی 
 شکل فوق.

∧∧∧∧

4,3,2,1 دایره یاد می‌شود. مانند زوایای 

فعاليت

از نتیجۀ این فعالیت قضیه  را طور زیر بيان و ثبوت مي نماییم:
قوس‌هایی  مجموعۀ  نصف  به  مساوی  دایره  داخلی  زاویۀ  هر  وسعت   :)2-5( قضیۀ 

است که توسط اضلاع زاویــــه از محیط دایره جدا می‌شود.
 زوایای محیطی اند بناءً مي توانيم بنويسيم كه: 

∧

D  و 
∧

B ثبوت: چون زوایای 
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P

C

D
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42

3

1

P

به‌خاطر بیاورید:
• هر زاویۀ محیطی نصف 

قوس مقابل آن است.
زاوی��ۀ  ه��ر  وس��عت   •
خارجی مثلث مس��اوی به 
داخلی  زاویۀ  دو  مجموعۀ 

غیر مجاور آن است.

وسعت زاویۀ محیطی

وسعت زاویۀ محیطی

زاویۀ خارجی هر مثلث
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 را دریابید.
∧

b  و 
∧

a مثال1: به کمک شکل پايین وسعت زوایای 
حل: وس��عت هر زاویة داخلی دایره مساوی به نصف مجموعۀ قوس های متقابل زاويه 

و امتداد يافتۀ اضلاع اين زاويه است، لذا می‌توانیم بنویسیم:

 را تعیین کنید.
∧

NTM مثال2: در شکل زیر قيمت x و اندازه زاویة 
حل: با استفاده از رابطۀ وسعت زوایای داخلی یک دایره می‌توانیم بنویسیم که: 

تمرين
1- در اشکال زیر قیمت های x و y را محاسبه کنید.
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تعريف
زاویه‌یی که از تقاطع دو قاطع، دو مماس و یا یک قاطع ویک مماس در خارج دایره 

تشکیل گردیده باشد، به نام زاویة خارجی دایره یاد می‌شود. 

زاویۀ خارجی دایره

فعاليت
زاویۀ  که  مي‌دهيم  امتداد  را  غیرموازی   CD و   AB وتر  دو   ),( rOC دایرة  در   ●

 را تشکیل دهد. نقطة C را به B وصل نمایید.
∧

BVD خارجی 
ارتباط  چه  مثلث  مجاور  غیر  زاویة  دو  با   )1(

∧ یعنی   ∆

BVC مثلث  خارجی  زاویۀ   ●
دارد؟

از نتیجۀ این فعالیت قضیه را طور زير بيان و ثبوت مي نماییم: 
قضیه )6-2(: وسعت زاویۀ خارجی دایره مساوی به نصف تفاضل قوس هایی است 

که توسط وترها قطع می‌گردد.
VBC داريم كه: ثبوت: نقطة B را به C وصل ميك نيم در مثلث 
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در اش��کال مقاب��ل، قطع��ه خط‌ه��ا و 
زوایای مقابل را نام ببرید.
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را دریابید.
∧

AVC مثال1: در اشکال زیر وسعت زوایای 

حل: با استفاده از وسعت زوایای داخلی، خارجی و مماسی دایره می‌توانیم بنویسیم:

مثال2: با استفاده از شکل زیر قیمت x و y را دریابید. 

در شکل های زیر کمیت های نامعلوم  را دریابید. 

تمرين
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دایره‌ی��ی که از رأس‌های یک مضل��ع بگذرد به‌نام دایرۀ 
محیط��ی مضلع یاد مي‌گردد و مضلع را مضلع مرس��وم به 

دایره می نامند، مانند شكل مقابل.

دایرۀ محیطی

به شكل مقابل توجه كنيد.

در اين ش��كل کدام اش��كال هندسي 
ديده مي شوند، نام ببريد. 

تعريف

به  خارجاً  يا  بگذرد  مثلث  یک  رأس های  از  که  دایره‌یی  مثلث:  محیطی  دایرۀ 
رأس‌های مثلث مماس باشد، دایرۀ محیطی مثلث نامیده می‌شود.

 را رسم نمایید.
∆

ABC ● مثلث 
● ناصف‌های عمودی اضلاع AC ، AB و BC را ترسیم نمایید.

● ناصف‌ه��ای عمودي فوق در چن��د نقطه یک‌دیگر را قطع 
می‌کنند؟ نقطة تقاطع آن‌ها را O به‌ناميد.

● طول‌های OB,OA و OC را با هم مقايسه كنيد.
● دايره‌یی به مركز O و به شعاع OA رسم نمایید. آيا بین 

فعاليت

به یاد داشته باشید:
تمام  از  دایره‌یی که 
ی��ک  رأس ه��ای 
بگذرد مضلع  مضلع 
دایره  به  را مرس��وم 

گویند.
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تمرين

دایره از نقاط B و C نيز مي‌گذرد؟ چرا؟
● دايرة ترسيم شده نسبت به مثلث چه ناميده مي‌شود؟

نتیجة فعاليت بالا را مي توان به صورت زیر بيان نمود.
مثلث  اين  محیطی  دایرۀ  مرکز  مثلث  يک  اضلاع  عمودي  ناصف‌های  تقاطع  نقطۀ 

می‌باشد.
به  آن  قایم  اضلاع  طول  که  نمایید  رسم  طوری  را   ABC قایم‌الزاویۀ  مثلث  مثال: 

ترتیب 8cm و6cm باشد. شعاع دایرۀ محیطی این مثلث را به دست آورید.
حل: می دانیم که در هر مثلث قایم‌الزاویه مرکز دایرۀ محیطی آن بالای وتر مثلث قرار 
دارد. بناءً ابتدا طول وتر را دریافت می نماییم. که نقطة وس��طی آن مرکز دایرۀ محیطی 

است. 

- دایره‌یی که با رأس‌های یک مضلع مماس باش��د به نام دایرۀ محیطی یاد مي‌گردد و 
مضلع را مضلع مرسوم به دایره می نامند.

نقط��ۀ تقاطع ناصف‌ه��ای عمودی اضلاع ی��ک مثلث مرکز دایرۀ محیط��ی این مثلث 
می‌باشد.          

سانتی متر است، رسم نموده شعاع دایرۀ  5 3,4 و 1- مثلثی که اضلاع آن به ترتیب 
محیطی آن‌را محاسبه كنيد.

2- مركز دايره محيطی مثلث قايم‌الزاويه متساوي‌الاضلاع و متساوي‌الساقين در كجا 
واقع است؟ در رسم نشان دهيد. 
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دایرۀ محاطی

 دایره‌ی��ی که محی��ط آن به اض�الع مضلع مماس باش��د، دایرة 
محاطی گفته می‌شود، مانند شکل مقابل که توسط مضلع احاطه 

شده است.
دایرۀ محاطی مثلث: دایره‌یی که محيط آن به هر سه ضلع 

يک مثلث مماس باشد، به نام دایرۀ محاطی مثلث یاد می‌گردد. 

- شكل‌های هندسي را كه در شكل 
مقابل مي بينيد نام ببريد.

- چه را بطه بين شكل ها مي بينيد؟

تعريف

فعاليت
 را رسم نمایید.

∆

ABC ● مثلث کیفی 
  را رسم کنید و نقطۀ تقاطع 

∧

C  و
∧

B  ، 
∧

A ● ناصف‌الزاویه های 
)O( نشان دهید. را به

  OM,ON ● از نقطة O بالای اضلاع مثلث ABC عمود های
OP  را رسم کنید. و

OP  را با هم مقايسه كنيد. OM,ON  و ● طول عمود هاي
ON  رسم شود از نقاط  ● آيا دايریی كه به مركز O و شعاع 

M و P مي‌گذرد؟ چرا؟
● دايرة ترسيم شده چه ناميده مي شود؟

وس��طی  عمود‌ه��ای 
مثلث در داخل دریک 

نقطه متقاطع اند.
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فعاليت

نتيجة فعاليت بالا را مي‌توان به صورت زير بيان كرد.
 - نقطة تقاطع ناصف‌الزواياي داخلي هر مثلث، مركز دايرة محاطي است. 

داير‌ة محاطي مثلث

دايرة محاطی مثلث را رسم كنيد.
AC را  AB و  ABC را رسم نموده اضلاع  مثلث   ●

امتداد دهيد.
● ناصف‌الزاوةي خارجي B و C را رسم نماييد و نقطة 

تقاطع را O به‌ناميد.
مي تواند؟  شده  محاطي  دايرة  مركز   O نقطة  آيا    ●

چرا؟
امتداد  O بالای یک ضلع و دو ضلع  از نقطۀ ثابت   ●
نموده  رسم    OP و   OM,ON عمود‌های  مثلث  یافته 

نشان دهید که:

تمرين

Page ١٥
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B

O

NC

M

P

1
2

4
3

1- در كدام نوع مثلث ها مركز دايرة محيطي و محاطي با هم‌ديگر منطبق اند، آن را با 
هم رسم كنيد.

دايرهي ي كه به كي ضلع مثلث و دو ضلع امتداد يافته مثلث مماس باشد دايرة محاطي 
مثلث گفته مي شود.

فکر کنيد و بحث نمایید:
• ه��ر گاه مجموعۀ زوایای 
مقابل یک چهار ضلعی180 
درجه   باشد این  چهار ضلعی 

مرسوم به دایره است؟
به یاد داشته باشید:

• ه��ر مضل��ع منظ��م دایره 
محیطی و محاطی دارد.
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فعاليت

● چهار ضلعی کیفی ABCD  مرسوم به دایره را رسم نمایید.
● زوایای تشکیل شده دایرة محیطی چه نام دارد؟

● مرکز دایره را به دو رأس مقابل چهار ضلعی وصل کنید. مجموع زاویه‌های مرکزی 
تشکیل شده چند درجه است؟  

● رابطه بین زوایای مرکزی و محیطی که به مقابل عین قوس واقع باشد برای زوایای 
مرکزی فوق بنویسید.

 خصوصيت چهار ضلعي مرسوم
 به دايره

فعاليت

از نتیجۀ این فعالیت قضیه را طور زیر بیان و ثبوت می نماییم:
180 است. قضیه: مجموعة زوایای مقابل یک چهار ضلعی مرسوم به دایره 

ثبوت:

● سه ضلعی منظم چه نام دارد؟ اندازۀ هر زاویة آن چند درجه است؟
● چهار ضلعی منظم چه نام دارد؟ اندازۀ هر زاویة آن چند درجه است؟

1
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در شکل مقابل دایره به رأس‌های 
چهار ضلعی چه رابطه دارد؟
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مضلع که اضلاع و زوایای آن با هم مساوی باشد، مضلع منظم نامیده می‌شود.

تعريف

● یک پنج ضلعی کیفی رسم کنید.
● یک رأس آن‌را به رأس های غیر مجاور آن وصل کنید؛ چند مثلث تشکیل می‌شود؟ 

● مجموع زوایای داخلی این مثلث ها چند درجه است؟
● در مورد مجموعۀ زاویه های داخلی پنج ضلعی چه نتیجه می‌گیرید؟

● این فعالیت را برای یک شش ضلعی تکرار کنید.
● اگر یک n ضلعی داشته باشید، مجموع زاویه های داخلی آن چند درجه خواهد بود؟

فعاليت

nS نشان دهیم پس  به  n و مجموع زوایای داخلی مضلع را  به  اگر تعداد اضلاع را 
مجموع زوایای داخلی هر n ضلعیSn = (n – 2) (180°) درجه است.

مثال: مجموع زوایای داخلی چهار ضلعی و ده )10( ضلعی را به دست آرید.
حل: مجموع زوایای داخلی هر مضلع از رابطۀ Sn = (n – 2) (180°)  به دست می‌آید، 

لذا داریم که: 

به یاد داشته باشید:
- تعداد قطرهایی که از یک رأس n ضلعي رسم می‌گردد از رابطۀn -3 به دست می‌آید.

- تعداد مثلث‌هایی که در داخل مضلع از یک رأس تشکیل می‌شوند از رابطۀn -2 به 
دست می‌آید.

180 است. - مجموع زوایای مقابل یک چهار ضلعی محاطی مرسوم به دایرة 
- مضلعی که اضلاع و زوایای آن با هم مساوی باشد، مضلع منظم نامیده می‌شود.

تمرين
1- اندازۀ زوایای یک شش ضلعی منظم چند درجه است؟

2- اندازۀ زوایای یک n ضلعی منظم چند درجه است؟
3- مثلث هایی که توسط اقطار از یک رأس در یک 10 ضلعی تشکیل می‌شوند چند است؟

 







1440S1808)180)(210(S

360S)180)(24(S

)180)(2n(S

1010

n4

n

=⇒×=−=

=⇒−=

−=  







1440S1808)180)(210(S

360S)180)(24(S

)180)(2n(S

1010

n4

n

=⇒×=−=

=⇒−=

−=
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فعاليت

فعاليت

r,O(C( را رسم نموده در مركز آن 8 زاوةي مجاور مركزي مساوي را رسم كنيد. ● دایرۀ 
مقابل  مرکزی  زاویۀ   θ و  مضلع  یک  اضلاع  تعداد   n اگر   ●

 حقیقت دارد؟
n

360

=θ اضلاع مضلع باشد آیا رابطۀ 
● نقاط تقاطع اضلاع زوايا با محیط دایره را به هم وصل نمایید.

● آیا اضلاع مضلع تشکیل شده باهم مساوی است. چرا؟
مركزي  زاویۀ  هر  است؟  مضلع  نوع  چه  شده  تشکیل  مضلع   ●

مقابل اضلاع  این مضلع چند درجه است؟

ترسیم مضلع منظم

- دقت كنيد.
- در شکل چند نوع مضلع  را مي‌بينيد؟

- به نظر شما اين مضلع ها را چگونه 
رسم كرده اند؟

فعاليت

r,O(C( یک شش ضلعی منظم محاط شده است. ● در دایرۀ 
● مرکز دایره را به رأس های شش ضلعی وصل کنید؟چند مثلث تشکیل می‌شود؟

● اندازۀ هر یک از زوایای مرکزی مقابل اضلاع این شش ضلعی چند درجه است؟
● مثلث های تشکیل شده چه نوع مثلث ها اند؟

G
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360 است. 
n

θ =


وسعت زاوةي ‌مركزي مقابل هر ضلع كي  n  ضلعي منظم مساوي به

نتیجۀ فعالیت فوق را می توان به صورت زیر بیان کرد:
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فعاليت

تمرين

طول ضلع هر شش ضلعی منظم مساوی به شعاع دایرۀ محیطی آن است.

به یک شش ضلعی  مثال: دایره‌یی که شعاع آنcm 2 است چطور می‌توانیم آن‌را 
منظم محاط نماییم؟

حل: می دانیم که اندازۀ هر ضلع شش ضلعی منظم مساوی به شعاع محیطی آن است. 
پس دهانۀ پرکار را به اندازۀ شعاع دایره یعنیcm 2 باز نموده به صورت پیوست روی 
محیط دایره قوس های مساوی جدا می نماییم. از وصل نمودن نقاط مشخص شده یک 

شش ضلعی منظم به دست می‌آید.  

مساحت مضلع منظم از روی شعاع دایرة محاطی

r,O(C( و مضلع منظم ABCDEF را رسم نمایید. ● دایرة محاطی
∆  که تشکیل 

OBC ∆  و  

OAB و C وصل نمایید. مثلث های  A,B ● نقطة O را به رأس
شده اند انطباق پذیر اند. چرا؟

 با شعاع دایره مساوی است. چرا؟
 ∆

AOB AB  در مثلث  ● ارتفاع ضلع 
● مساحت مثلث های فوق از کدام رابطه به دست می‌آید؟

● آیا مساحت n ضلعی منظم از مساحت n مثلث انطباق‌پذیر تشکیل شده است؟
nABP   به دست آمده است. چرا؟  ⋅= ● محیط مضلع منظم از رابطۀ

 n و ش��عاع دایرة محاطی یک P محیط آن‌را به ،A هرگاه مس��احت مضلع منظم را به
rP  است. برای ثبوت به 

2
1A ⋅= ضلعی را به r نش��ان دهیم، مساحت مضلع عبارت از 

صورت زیر عمل می‌نماییم.
   			 

                         	

3cm یک مثلث متساوی‌الاضلاع رسم نمایید که محاط به  1- در دایره‌یی به شعاع 
دایره باشد. 

1A P r
2

= ⋅

P AB n= ⋅

1A AB r n
2

= ⋅ ⋅

محیط مضلع        

در نتیجه

Page 19

r

A B

C
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F  o
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r,O(C( اگر قطر به حرف d و محیط دایره به حرف c نمایش داده شود، بین  در دایرة 
این دو عنصر دایره ارتباط زیر موجود است. 

r2d اگر این قیمت را در رابطه)1( وضع نماییم محیط دایره  =  یا 
2
dr = می دانیم که 

از رابطة زیر به‌دست می‌آید:
 		                                                              

برای محاسبۀ مساحت دایره به ریاضیات بالاتری ضرورت داریم. بدین منظور در این‌جا 
از روش مشاهده برای محاسبۀ مساحت دایره استفاده می کنیم. برای این منظور دایره‌یی 
الی12   1 از  را  قسمت  هر  و  می نماییم  تقسیم  مساوی  حصة   12 به  اقطار  توسط  را 
شماره  زده، قطع می نماییم و آن ها را پهلو به پهلو مطابق شکل زیر ترتیب می‌نمایم، به 

وضاحت دیده می‌شود که یک شکل مشابه متوازی‌الاضلاع تشکیل می‌شود.

محیط و مساحت دایره 

در ش��کل داده ش��ده، رواب��ط بین 
با دایره  مجموع مس��احت مثلث‌ها 
و مجموع ط��ول یک‌تعداد اضلاع 
مثلث‌ه��ا را ب��ا طول محی��ط دایره 

مقایسه کنید.

r2C
dC
π=

π=

12
11

109
8

7
6

5 4 3
2

1 121110987654321

RS

P Q

b

r

12
11

109
8

7
6

5 4 3
2

1 121110987654321

RS

P Q

b

r

محیط دایره
قطر دایره

c Cons tan t
d

c 22C d(1) 3.14
d 7

π

π π π

= = =

 = = ⇒ = ≈ ≈  

 
3,14159[π(I).......dπcπ

d
c

≈==⇒=  ]14159.3≈ .....[
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=× قاعده 
2
1 C محیط دایره 

2
1

=  می دانیم که قاعدة b نصف محیط دایره است. چرا؟ یعنی: 
می دانیم که مساحت متوازی‌الاضلاع از رابطة زیر به‌دست می‌آید.

رابطۀ از  آن  محیط  و  2A rπ= رابطۀ از  دایره  مساحت  که  می‌توانیم  گفته  نتیجه  در 
C به دست می‌آید. 2 rπ= =

مثال1: شعاع یک دایرهcm 14 است، مساحت دایره را محاسبه نمایید.
2A می‌باشد بناءً داریم که: rπ= حل: می دانیم که مساحت دایره

 

22

2

615.75cmA196cm(3.14159)A
(3.14159)A
πrA

=⇒⋅=

=
=       			 

   

مثال2: قطر یک دایره cm 70 است، مساحت دایره را محاسبه نمایید.
حل: با استفاده از رابطۀ مساحت دایره داریم که:                                                                        

                  		

14 باشد شعاع و مساحت دایره را دریابید. cmπ مثال3: اگر محیط یک دایره
داده  دایره   محیط  چون  حل: 
شده، جهت یافتن مساحت دایره 
محاسبه  را  دایره  شعاع  باید  اول 

نماییم.

2rA به‌دست آوریم. π= - مساحت یک دایره به شعاع r را می‌توانیم از رابطۀ 
r2C به‌دست آوریم. π= - محیط یک دایره به شعاع r را می‌توانیم از رابطۀ 

تمرين
1- اگر محیط دایرهcm 41 باشد شعاع دایره را به‌دست آرید.

2- محیط دایره‌یی را به‌دست آرید که شعاع آن یک واحد طول باشد.
3- مساحت دایره را به‌دست آرید که شعاع آن یک واحد طول باشد.

ارتفاع× قاعده= مساحت متوازی‌الاضلاع
مساحت متوازی‌الاضلاع

 
 rb ⋅= 1 c r

2
= ⋅  

C محیط دایره( می‌باشد، پس داریم که: 2 rπ= = از طرف دیگر چون )

مساحت متوازی‌الاضلاع   22 r r r
1A
2

π π== = ⋅ ⋅

از طرف دیگر می‌دانیم که مساحت متوازی‌الاضلاع و دایره تقریباً با هم مساوی اند بنابراین می‌توانیم 
2A مساحت دایره rπ= بنویسیم که:

 

3848.4A)3.14159(35AπrA

35
2

70r
2
dr

22 =⇒=⇒=

==⇒=

 2cm

 

93.15377)14159.3(

7
2

14142142

14

2 =⇒⋅⋅⇒=

==⇒=⇒=

=

ArA

rrr

cmC

π

ππ

π

 2cm ~
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روابط طولی در دایره:
● روابطی که بین اندازه‌های اجزای خطی یک شکل هندسی موجود است، روابط 

طولی نامیده می‌شود.
● اگر از یک نقطة خارجی بالای یک دایره دو قاطع رسم گردد، حاصل ضرب هر 

قاطع در قطعة خارجی آن با هم‌دیگر مساوی است 
● از یک نقطۀ ثابت خارج از دایره اگر بالای یک دایره دو قاطع رسم گردد که قاطع 
دومی از مرکز دایره بگذرد، حاصل ضرب قاطع اولی در قطعة خارجی آن مساوی به 

22 است. rd − مقدار ثابت 
● اگر از یک نقطۀ خارجی بالای یک دایره دو مماس رسم گردد، طول اين مماس‌ها 

باهم مساوي اند.
0rd باشد نقطه بالای محیط  22 =− 0rd باشد نقطۀ خارج دایره، اگر  22 >− ● اگر 

0rd باشد نقطه داخل دایره واقع است. 22 <− دایره و اگر 
 زاویۀ داخلی دایره:

● هر زاویه یی که از تقاطع دو قاطع در داخل دایره تشکیل شده باشد، زاویۀ داخلی دایره 
نامیده می‌شود.

● وس��عت هر زاویة داخلی دایرة مس��اوی به نصف حاصل جمع قوس‌های مقابل آن 

α  يک زاويه داخلي باشد؛ پس  زاويه و امتداد يافتۀ اضلاع اين زاويه اس��ت، اگر يک

.
 

2
ba +

=α

زاویۀ خارجی:
● زاویه‌یی که از اثر تقاطع دو مماس، دو قاطع و یک مماس و یک قاطع در خارج 

دایره تشکیل شده باشد زاویة خارجی دایره  نامیده می‌شود.

PA.PB = PC. PD

نكات مهم فصل دوم
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● وس��عت هر زاویة خارجی مس��اوی به نصف تفاضل قوس‌های مقابل آن است، اگر 

α  يک زاويه خارجي باشد؛ پس: يک

 
 

2
ba −

=α 					   

مضلع:
● ش��کلي که از تقاطع چند قطعه خط تش��کيل شده باشد و هیچ یک از دو قطعه خط 
به امتداد یک خط مس��تقیم نباشد و هر رأس آن فقط و فقط نقطۀ تقاطع دو قطعه خط 

باشد، مضلع نامیده می‌شود.
● مضلعی که اضلاع و زوایای آن با هم مساوی باشند مضلع منظم نامیده می‌شود.

باشد دایرة محیطی  به رأس‌های مضلع مماس  دایرة محیطی مضلع: دایره یی که 
نامیده می‌شود.

مضلع  محاطی  دایرة  باشد  مماس  مضلع  اضلاع  به  که  دایره یی  مضلع:  محاطی  دایرة 
گفته می‌شود.

دایرة محاطی مثلث: دایره یی که به یک ضلع مثلث و دو ضلع امتداد یافته مثلث 
مماس باشد دایرة محاطی مثلث نامیده می‌شود.

● خط مرکز بین دو دایره متقاطع وتر مشترک را تنصیف می‌کند و بالای آن عمود است.
180 است. ● مجموعۀ زوایای مقابل یک چهار ضلعی مرسوم به دایره 

r2C به دست می‌آید. π= ● محیط دایره از رابطة 
 به دست می‌آید.

2rA π= ● مساحت دایره از رابطة 
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● در س��وال‌های زیر برای هر سوال چهار جواب داده شده است، دور جواب صحیح 
حلقه کنید.

1- اگر یک نقطۀ p به روی محیط دایره واقع باشد طاقت نقطۀ مذکور نظر به دايره 
عبارت است از:

2)b 						      1 )a
‌d( هر سه جواب درست است. 						      0 )c

2- اگر یک نقطۀ P به داخل یک دایره واقع باشد طاقت آن عبارت است از:
b( طاقت نقطۀ P منفی است. 			  a( طاقت نقطۀ P مثبت است. 
‌d( هر سه جواب غلط است. 			  c( طاقت نقطۀ P صفر است. 

3- اگر نقطۀ P خارج یک دایره واقع شود طاقت نقطة مذکور نظر به دایره در صورتی 
که شعاع دایره R و فاصلة نقطۀ مذکور از دایرة d باشد عبارت است از:

22 Rd −  0>  )b 					     rd −  )a
22 dR −  )‌d 					     dr −  )c

4- اگر شعاع یک دایره R و فاصلۀ یک نقطة داخلی دایره از مرکز دایره d باشد، 
طاقت نقطة مذکور نظر به دایره عبارت است از:

22 Rd =  )b 					     22 dR =  )a
‌d( هر سه جواب غلط است. 			  c( هر دو جواب درست است.

قطر  اگر  دارد،  فاصله   C(O,r) دایره مرکز  از   13cm اندازۀ  به  نقطه  یک   -5
دایرهcm 10 باشد طول قسمت خارجی قاطع از نقطۀ مذکور عبارت است از:

10 cm)b 					    13 cm )a
8 cm)‌d 					    12 cm)c

 10 cm 12 و قطر دایرهcm مساوی به )r,O( 6- اگر طول مماس از نقطۀ P به دایره 
باشد فاصلۀ P از O عبارت است از:

12 cm )b 					    13 cm)a
  5 cm)‌d 					    10 cm )c

8cmAP  و  = C(O,r) را تا نقطۀ P امتداد دهیم طوری که  7- اگر وترABدایرة
PT  عبارت است از: باشد طول مماس  BP 2cm=

8 cm)b 					    4 cm )a
‌d( هر سه جواب غلط است. 					    2 cm )c

تمرينات فصل دوم
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● در سوالات زیر جاهای خالی را با کلمات مناسب خانه پری نمایید.
22 عبارت از ....................... نقطه نظر به یک دایره است. rd −   -1

  C(O,r) C(O,r) مماس باشد طاقت نقطۀ P نظر به دایرۀ 2-  اگر خط PT به دایرۀ
2  است.

PT عبارت از.......................=
3- طاقت یک نقطة P نظر به یک دایره ................................... است، در صورتی که 

نقطه بالای محیط دایره واقع باشد.
4- طاقت یک نقطه نظر به یک دایره ...................... است، در صورتی که نقطۀ داخل 

دایره واقع باشد.
نقطه  که  در صورتی  است،   ....................... دایره  یک  به  نظر  نقطه  یک  طاقت   -5

خارج دایره واقع باشد.
A,B,C و D بالای محیط ............... واقع  6- اگر PA.PC = PB. PD باشد نقاط 

بوده و نقطۀ P خارج و یا داخل ...................... واقع است.
A,B و P روی یک مستقیم واقع  A,B و T بالای محیط دایره واقع باشند  7- اگر 
=  است در صورتی که P خارج دایره واقع 

2
PT  .....................PT

2 اند در این صورت 
است.

● در مقابل جمله های صحیح حرف )ص( و در مقابل جمله های غلط حرف )غ( را 
بنویسید.

( طاقت یک نقطه نظر به یک دایره مساوی به مربع فاصلۀ نقطه از مرکز دایره  	( -1
است.

( اگر یک نقطه به روی محیط یک دایره واقع باشد، طاقت آن نظر به دایره  	( -2
صفر است.

( اگر یک نقطه داخل یک دایره واقع باشد، طاقت نقطه نظر به دایرة مذکور  	( -3
منفی است.

( اگر یک نقطه خارج یک دایره واقع باشد، طاقت نقطۀ مذکور نظر به دایرة  	( -4
متذکره مثبت است.

( طاقت یک نقطه نظر به هر دایره مثبت است. 	( -5
22 است. در صورتی که d فاصلة  rd − ( طاقت یک نقطه نظر به یک دایره  	( -6

نقطه از مرکز دایره و r شعاع دایره باشد.
( اگر دو دایره مماس باشند، طاقت آن‌ها نظر به هر نقطۀ مماس مشترک  	( -7

با هم مساوی است. 
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● سوالات زیر را حل نمایید.

 )88x( + ))x2 و  11x(P(  و قوس های مقابل آن به ترتیب  +=
∧

 ) 1- در شکل زیر اگر
∧ را دریابید.

APC باشد اندازه زاویة 

 را در هر شکل پیدا کنید.
∧

y  و 
∧

x 2- اندازه های 
                   

   CE = 104°
∩ DE = 38° , DB = 128° و

∩ ∩ AB  بر دایرة مماس است اگر 3- در شکل زیر
∧∧∧∧∧∧  را دریابید.

6,5,4,3,2,1 باشد اندازة زاویه‌های 
                                                                          

  

است  دایره  قطر    RT و   
TV//RS,70RTS =

∧

 ، C(O,r) مرکزی دایرة  در   -4

∧∧∧∧∧∧∧∧  را دریابید.

8,7,6,5,4,3,2,1 زاویه های 
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 را در هر یک از شکل های زیر تعیین کنید.
 ∧
y  و 

 ∧
x 5- اندازة 

  را در اشکال زیر دریابید.
 ∧
y  و

 ∧
x 6- اندازة زاویه های 

7-  با استفاده از تعریف دايرة محاطی نشان دهید که مجموع زوایای داخلی هر مثلث 
180 است.

				  

  را دریابید.
 ∧
y  و

 ∧
x 8- در اشکال زیر اندازه های 
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فصــل ســوم
هندسۀتحلیلی
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هندسة تحلیلی
Analytic Geometry

هندس��ة تحليلي عبارت از علم رابطه بین الجبر و هندس��ه است که روابط بین معادلات 
الجبری و اش��کال هندس��ی را مورد بحث قرار می‌دهد. ریاضی‌دان فرانسوي دکارت 
برای اولین بار، رابطه بین اش��کال معین هندس��ی و معادلات الجبری را به دست آورد 
و اظهار داش��ت که: بعضی از معادلات الجبری یک ش��کل معین هندسی دارد. از این 
که اس��اس علم هندسه را نقطه و اساس معادلات الجبری را عدد تشکیل می‌دهد بدین 

منظور لازم است که ابتدا رابطه بین نقطه و عدد را مورد مطالعه قرار دهیم. 
دکارت برای رابطه بین عدد و نقطه یک سیستم یا دستگاه قایم محورات را معرفی 

نمود که تا فعلًا به نام وی یاد می‌گردد.
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فعاليت

فاصله بین دو نقطه
 Distance between two Points

 ),( 22 yxB ),( و  11 yxA هر دو نقطة 
در مس��توي مختصات قایم كي قطعه 
خط مانن��د AB را تعيي��ن ميك‌ند. به 
نظر شما چگونه مي توان فاصله بین دو 

نقطة A و B را محاسبه كرد؟

B(5,4) را در سیستم کمیات وضعیه نشان دهيد.  A(3,5) و  ● نقاط 
AB  را رسم كنيد. ● قطعه خط 

● فاصله بين نقاط A و B را محاسبه نماييد.

و   )y,A(x 11 يكفي نقطة  دو  بين  فاصله  كلي  صورت  به  مي توانيم  فوق  فعاليت  از 
y,B(x(  را طور زير به‌دست آریم: 22

ABC كي مثل��ث قايم‌الزاويه اس��ت. چرا؟ با اس��تفاده از قضية  در ش��کل زی��ر مثلث
فيثاغورث مي توانيم فاصله بين دو نقطة A و B را طور زير دريافت نماييم.

222
HBHABA +=

 نظر به قضیۀ فیثاغورث     ........  

B)4,5( را دریابید. A)7,1( و  مثال1: فاصله بین نقاط 

xx1

y

A

B

x2

y1

y2

xx1

y

A

O

B

x2

y1

y2

H
1x  - x2

1y  - y2

xx1

y

A

B

x2

y1

y2

xx1

y

A

O

B

x2

y1

y2

H
1x  - x2

1y  - y2

22 1 2 2
2 1 2 1

2 1

2 2
2 1 2 1

( ) ( )

( ) ( )

= −  ⇒ = − + −
= − 

= − + −

AH x x
AB x x y y

BH y y

AB x x y y

 ),( 22 yx

 )
,

(
1

1
y

x
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تمرين

unitBA

BA

yyxxBA

5

52961)74()15(

)()(
22

2
12

2
12

=

=+=−+−=

−+−=

حل: با استفاده از فورمول فاصله بین دو نقطه داريم كه:

B)0,2( را دریابید. A)3,0( و 1- فاصله بین نقاط
C−)2,8( رأس‌های یک مثلث اند، نوعیت مثلث را  و  )4,2(B − ، )6,4(A 2- نقاط

مشخص سازید.
و )3,2(A 3- قیمت عددي k را طوری تعیین نمایید که طول قطعه خطی که از نقاط

)6,5(  مي‌گذرد 5  چند k شود. kB
را دریابید. )31,1(Q +− P)3,1( و  4- فاصله بین نقاط 

C)9,11( رأس‌های كي مثلث باشد،‌ محيط مثلث  )7,3( و  −−B ، )4,1(−A 5- اگر 
را محاسبه نماييد.

)2,6(,)0,2( و  AB 6- مساحت مثلثي را به‌دست آرید که رأس‌های آن از نقاط زير 
C)2,1( بگذرد.

رأس‌های یک مثلث باشد نوعیت مثلث را  )5,6(C − B)2,3( و  ، )5,01(A 7- اگر
مشخص سازید.

A)4,3( را از مبدأ کميات وضعيه محاسبه نمایید. مثال2: فاصلة نقطة
شکل  نقطه  دو  بین  فاصله  فورمول  بناءً  بوده   )0,0(O مبدأ  مختصات  چون  حل: 

 را به خود اختیار می کند. 
 ⇒−+−= 2

2
2

2 )0()0( yxOA 22 yxAO +=

55261943 2222 =⇒=+=+=+= AOyxAO
عبارت است از: 2 2( , )B x y و 1 1( , )A x y فاصله بين دو نقطة

 2
12

2
12 )yy()xx(AB −+−=

فاصله بین این دو نقطۀ اختیاری را می‌توان به d نیز نمايش داد؛ طور زير:
 2

12
2

12 )()( yyxxd −+−=

2 2= +OA x y ) از مبدأ کمیات وضعیه عبارت است از:  , )P x y فاصلة هر نقطة 

Unit
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فعاليت

AM  ميانه  ∆  قطعه خط 

ABC در مثلث 
است، مشخصات ميانه را بيان كنيد.

مختصات نقطة وسطي يك قطعه خط 

E)0,6( را روي كميات وضعيه تعيين كنيد. D)0,2( و  ● نقاط 
DE  باشد، مختصات آن را بنويسيد. ● اگر نقطة C وسط قطعه خط 

● مختصات نقطة C چه رابطه‌یی با مختصات D و E دارد؟
Q)4,0(  را روي كميات وضعيه تعيين نماييد. P)1,0( و  ● نقاط 

PQ  باشد، مختصات آن‌را به‌دست آريد. ● اگر نقطة R وسط قطعه خط 
● مختصات نقطة R چه رابطهي‌ي با مختصات P و Q دارد؟

نتيجة فعاليت فوق را مي‌توان به حالت كلي طور زير بيان كرد.
M قرار داشته باشند، مختصات نقطة x 0( بالاي محور,( 2xB ),0( و  1xA  اگر دو نقطة 

به دست مي آيد.   )0,
2

( 21 xxM +  وسط AB  از  رابطـة
 y ب��الاي مح��ور  ),0( 2yQ و ),0( 1yP نقطة اگ��ر دو 
قرارداشته باشند مختصات نقطة M وسط PQ  از رابطة زير  

)
2

,0( 21 yyM + به دست مي آيد: 
 ),( 22 yxB ),( و  11 yxA ب��ه صـــورت عمـــ��وم اگر
دو نقط��ه‌ دركمـــي��ات وضعي��ه و M نقط��ة وس��طي 

AB  باش��د، آن‌گاه مختص��ات نقط��ة M طور ذی��ل به دس��ت مي آيد. قطع��ه خ��ط 
)

2
,

2
( 2121 yyxxM ++

A

B CM

xx1

y

A

O

B

M

x2

y1

y2

2x  + x1
2

2y  + y1
2

A

B CM

xx1

y

A

O

B

M

x2

y1

y2

2x  + x1
2

2y  + y1
2
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تمرين

B)5,7( مختصات انجام قطعه خط AB  باشد، مختصات نقطة  A)3,1( و  مثال1: اگر 
AB  را به دست آوريد. وسطي 

حل: با استفاده از مختصات نقطة وسطي كي قطعه خط مي توانيم بنويسيم كه:

A(1,2) و P−)3,1( را از نقطة وس��طی  مس��تقيمی كه از نقاط  مث�ال2: فاصلة نقطة 
−,4B(3( مي‌گذرد به دست آريد.

AB  ابتدا نقطة تنصيف قطعه خط  ح�ل: براي دريافت فاصلة بين نقطة P و قطعه خط 
AB  را دريافت نموده، داريم كه:

AM  را  )5,1(,)1,3(,)2,5( داده ش��ده، ط��ول ميانة  −− ABC 1- س��ه رأس مثلث 
دريابيد. 

D)4,11(  رأس‌ه��ای متوازي‌الاضلاع  9,5(B,)9,14(C(,A)4,2,(  و 2- اگ��ر نق��اط 
باشند، مختصات نقاط تقاطع قطرهاي متوازي‌الاضلاع را دريابيد.

C)9,1(وB)7,3(,A)4,1(  رأس هاي كي مثلث باش��ند طول ميانه را که  −−− 3- اگر 
BC  رسم مي گردد دريابيد. بالای ضلع 
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فعاليت

به شكل نگاه كنيد، بالاي كدام كيي 
از زينه‌ها به راحتي بالا شده مي‌توانيد. 

چرا؟ علت آن‌را بيان نماييد.

ميل خط مستقيم

),( دو نقط��ة يكفي خط  22 yxB 1 و 1( , )A x y اگ��ر

2 را ميل مستقيم  1

2 1

y y
x x

−
−

AB  باش��د، نسبت مستقيم 

AB  گويند و طور زير مي‌نويسند:

2 1

2 1

y ym
x x

−
=

−
			 

B(4,6) بگذرد.  ، (3,5)A مثال 1: ميل خط مستقيمي را دريافت كنيد كه از نقاط 
2 به دست مي‌آيد لذا داريم  1

2 1

y ym
x x

−
=

−
حل: مي دانيم كه ميل كي مستقيم از رابطة 

 
1

34
56

AB
m

12

12 =
−
−

=
−
−

=
xx
yy            					    كه:

B(4,K) مي‌گذرد در آن قيمت k را طوري  A(2,5) و مثال 2: مستقيمي که از نقاط
تعيين نماييد كه ميل خط مستقيم AB مساوي به 3 باشد. 

2 طور زير استفاده ميك‌نيم: 1

2 1

y ym
x x

−
=

−
حل: جهت محاسبة قيمت K از رابطة 
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
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فعاليت

تمرين

P)3,2( و مبدأ كميات  مثال 3: ميل خط مس��تقيمي را به دس��ت آريد كه از نقط��ة 
وضعيه بگذرد.

O(0,0) است  حل: چون مستقيم از مبدأ كميات وضعيه مي‌گذرد و مختصات مبدأ
ميل آن‌را طور زير به دست مي‌آوريم:

را در كميات وضعيه نشان دهيد. )6,4(B A)3,2( و  1- نقاط 
∆1 به‌ناميد. ● مستقيمي كه از نقاط A و B مي‌گذرد رسم كنيد و آن‌را 

∆1 را به دست آريد. ●  ميل مستقيم

∆1 چه نوع زاويهي‌ي با جهت مثبت محور x مي‌سازد. ● مستقيم 

را در همان كميات وضعيه با رنگ ديگري  تعيين كنيد. )2,4(N M)5,1( و 2- نقاط
∆2 به‌ناميد. ● مستقيمي كه از نقاط  M و N مي‌گذرد رسم كنيد و آن را 

∆2 را به دست آريد. ● ميل مستقيم 

∆2 چه نوع زاويه با جهت مثبت محور x مي‌سازد؟ ● مستقيم 

● چه رابطه بين ميل خطوط و زواياي تشيكل شده وجود دارد؟

از فعاليت فوق نتيجه زير را بيان كرده مي‌توانيم:

ميل هر خط مستقيم مربوط به زاويهي‌ي است كه مستقيم با  جهت مثبت محور x مي‌سازد
اگر كي مستقيم با جهت مثبت محور x زاوية حاده بسازد، ميل آن عدد مثبت است.

اگر كي مستقيم با جهت مثبت محور x زاوية منفرجه بسازد ميل آن عدد منفي است.

)1,1( بگذرد. −−B A)1,1( و   1- ميل خط مستقيمي را به دست آريد كه از نقاط 
a  را طوري  )1,( مي‌گذرد قيمت aB ) و  2,2 3)A − 2- در مستقيمي كه از نقاط 

3 باشد. تعيين نماييد كه ميل مستقيم 
C)5,1( رأس‌های كي مثلث باشند، ميل ميانة ضلع  )1,3( و  −B ، )2,5( −A 3- هر گاه

BC  را دريابيد.

2 1

2 1

y y 3mPO x x 2
m 1.5PO

− −
= =

− −
=

 
2
3

=
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فعاليت

در ش��کل داده ش��ده زینه را در نظر  
گرفته بگويید ک��ه چه رابطه بین دو 

بازوی زینه موجود است.

ميل مستقيم‌های موازي

● در كميات وضعية مختصات  قايم، دو خط مستقیم 

∆2 را با هم موازي طوری رسم كنيد كه با  ∆1 و 

جهت مثبت محور x زواياي حاده را  بسازند.
∆2 را محاسبه کرده و با هم  ∆1 و  ● ميل خطوط 

مقايسه كنيد، ببينيد آن‌ها با هم چه رابطه دارند؟
∆2 با جهت مثبت محور x زاويةα2را  ∆1  با جهت مثبت محور x زاويةα1 و ● اگر 

بسازد، آن‌گاهα1 وα2 با ‌كيديگر چه رابطه دارند؟

در حالت کلی نتیجۀ فعالیت فوق را طور زیر بیان می‌نماییم:
مستقيم هاي موازي داراي ميل هاي مساوي مي‌باشند.

اگر دو خط مستقيم ميل هاي مساوي داشته باشند، در نتيجه زوايايی كه با جهت مثبت 
محور x مي سازند نيز با هم مساوي اند.

نقاط  از   2∆ مستقيم  و   ( 6, 11)B − − و   )5,2(A نقاط  از   1∆ مستقيم  اگر  مثال: 
∆2 نسبت به هم چه رابطه دارند؟ ∆1 و  D(3,8) بگذرد خطوط  )6,4( و  −−C

x

y


O

1 2

 1 2
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∆2 را محاسبه می کنیم: ∆1 و حل: ميل‌های مستقيم های
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∆∆

  	

∆1 باهم مساوی است بنابرآن این خطوط با هم موازي اند.  ∆2 و  چون ميل‌های 

فعاليت
B)2,5( را در مستوی كميات وضعيه مشخص كنيد. A)2,1( و  ● نقاط 

∆ به‌ناميد. ● مستقيمي كه از نقاط A و B مي‌گذرد ترسيم كرده آن را 

∆ با جهت مثبت محور x چه نوع زاويه را مي‌سازد؟ ● مستقيم 

∆ را محاسبه كنيد. ● ميل مستقيم 

در حالت كلي نتیجۀ فعالیت فوق را طور زير بيان مي نماييم.

 ),( 2 axB  ، ),( 1 axA اگر نقاط يكفي A وB داراي ترتيب هاي مساوي باشند، مثلًا 

آن‌گاه مستقيمي كه از نقاط A و B مي‌گذرد موازي به محورx است و ميل آن مساوي  

						   
2 1

0a am
x x

−
= =

−
به صفر است، یعنی:

D(3,5) C(6,5)

B(4,3)A(1,3)

x

y

A
O

O

B

x

y

y

A(1,2)

x1

2

O 5

B(5,2) 						    
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از فعاليت فوق به اين نتيجه مي‌رسيم: ميل مستقيمي را كه با محور x زاوية قايمه مي سازد 
∆ ميل معين ندارد. نمي توانيم محاسبه كنيم. در اين حالت مي گوييم مستقيم 

باشند، نوعيت  C)6,5( رأس‌های كي مثلث  B)4,5(  و   ،  )4,3(A مثال: اگر نقاط
مثلث را مشخص نموده در مختصات كميات وضعيه آن‌را رسم نماييد.

AB  موازي به محور x است بناءً ميل آن صفر است. حل: چون 

فعاليت
N)5,3( را در مستوی كميات وضعيه مشخص كنيد. M)2,3( و  ● نقاط 
∆ به‌ناميد. ● مستقيمي را كه از نقاط M و N مي‌گذرد ترسيم كرده آن‌را 

∆ چه گفته  ∆ با محور x چه نوع زاويه‌یی را مي‌سازد. در مورد ميل مستقيم  ● مستقيم 

مي توانيد.

 
 

0
2
0

35
44

ABm ==
−
−

= 
ABm 			 

BC  موازي به محور y است لذا ميل آن نامعين است. به همين ترتيب 

 تعریف نشده
∞==

−
−

=
0
2

55
46

BCm  
BCm        				  

      				  

BC  است لذا مثلث  AB  عمود بر  چون قضیۀ فیثاغورث در مثلث تطبیق گردید، پس 

∆  قايم‌الزاويه است.

ABC

x3

y

O

C(5,6)

A(3,4) B(5,4)

5

4
6
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در نتیجه:
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ميل هر خط مستقيم موازي با محور x صفر است.
ميل هر خط مستقيم عمود بر محور x تعريف نشده است )عدد نامعين است(.

رأس‌های كي چهار ضلعي    )5,0(D − و    )0,3(C −  ، B(0,5)  ، A(3,0) اگر   -1
باشد. 

الف: اضلاع مقابل چهار ضلعي با هم چه ارتباط دارد؟
 ب: ميل قطرهاي آن‌را دريابيد. 

) را در نظر بگیرید. 3, 4)D − − ,3) و 4) , ( 3,4) , (3,4)C B A− − 2- نقاط
الف: مستقیمی که از نقاط A و B می گذرد چه رابطه ای با مستقیمی که از نقاط C و 

D می گذرد، دارد؟
 D و C می گذرد چه رابطه با مستقیمی که از نقاط C و A ب: مستقیمی که از نقاط

می گذرد دارد؟
ج: چهار ضلعی  ABCD چه نوع چهار ضلعی است؟

د: میل قطرهای آن‌را پیدا کنید.

تمرين

ACKU
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OPQR ي��ك لوزي  چه��ار ضلع��ي 
است. آيا مي‌توانيد خصوصيات لوزي 
را ذریعۀ مختصات رأس‌های آن بيان 

نمایید.

ميل مستقيم‌های عمود بر هم

2m وقتي  1m و  ∆2 ب��ا ميل‌ه��ای  ∆1 و  دو مس��تقيم 
ب��ر ‌كيديگر عمود  اند كه رابطة زير بين آن‌ها برقرار 

121 −=⋅mm باشد:

نق��اط از  ك��ه  مس��تقيمي  و   B(1,1) و A(7,5)نق��اط از  ك��ه  مس��تقيمي  مث�ال1: 
C(0,5) و D(2,2) مي‌گذرد با هم چه رابطه دارند؟

		       				   حل: 

CD  با هم عمود اند.	          AB  و  است، بناءً خطوط  2 3 1
3 2

m mAB CD
−

⋅ = ⋅ = − 
CDAB mm ⋅ چون 

تعريف

فعاليت
D)1,3( را در مختصات كميات وضعيه نشان دهيد. )4,4(,)3,1(,)0,0( و  OBC ● نقاط 

● شكل OBCD را رسم كنيد.
DO  را محاسبه كنيد. OB,BC,CD  و  ● طول اضلاع 
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● نشان دهيد كه قطرهايOC وBD با هم عمود اند.
می‌دانیم که از هر دو نقطه در یک مستوی تنها یک خط مستقیم می‌گذرد، در کدام 

حالت از سه نقطه تنها یک مستقیم می‌گذرد؟

R وقتي روي كي مستقيم قرار دارند  PQ و  , نقاط 
QR باشد. PQ مساوي با ميل  كه ميل 

 

 P

R
Q

)3,1(,)3,2(,)1,0( را در نظر بگیرید و نشان دهيد كه  −−− ABC مثال2: سه نقطة 
اين سه نقطه روي كي خط مستقيم قرار دارند.

    		         
2

2
4

02
13

ABm ==
−
+

= 
ABm حل: ميلAB عبارت است از:             

           					   
			

 
2

1
2

01
)1(3mAC =

−
−

=
−−

−−−
= AC  عبارت است از:	        ميل 

           

                	 	
 

2
3
6

21
33m, BC =

−
−

=
−−
−−

=
BC  عبارت است از:	             ميل 

تعريف

 C AB و , BC  با هم مساوي اند، در نتيجه نقاط  AC  و  ،  AB چون ميل خطوط 
روي كي مستقيم قرار دارند.

1mm  باشد آن دو خط با هم عمود است.  21 −=⋅ ● اگر 
با هم‌دیگر  قطعه خط آن‌ها  میل هر  دارد که  قرار  زمانی روي یک خط  نقطه  سه   ●

مساوی باشد.

تمرين
C)5,6( س��ه رأس یک مثلث داده ش��ده اند. نشان دهيد  كه  )3,8(,)1,6( و AB   -1

مثلث قايم الزاويه است.
)1,1(,)5,7( و قطعه خطي ك��ه از نقاط  AB 2- وضعي��ت قطع��ه خطي ك��ه از نق��اط 

)2,2(,)5,0( مي‌گذرد با هم‌ديگر تعيين كنيد. CD
B و قطع��ه خطي كه از نقاط  )5,7( A و  )4,2( 3- وضعي��ت قطع��ه خطي كه از نقاط 

D مي‌گذرد با هم‌ديگر تعيين كنيد. )5,3( −− C و )4,1( −
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فعاليت

فعاليت

چند نقطه را روي خط ش��كل مقابل 
انتخاب كنيد.

چه رابطه یی بين فاصله و ترتيب نقاط 
روي خط مي‌بينيد؟

معادلة خط مستقيم

D)3,3(وC)2,2(B,)4,4(,A)1,1( را روي كميات وضعيه مشخص كنيد. −−−− ● نقاط 
● از وصل كردن اين نقاط با هم کدام شكل حاصل مي‌شود؟

B(0,0) روي اين شكل قرار دارند؟ چرا؟ A(1,1) و ● آيا نقاط

نتيجة فعاليت فوق را می‌توان به صورت كلي طور زير بيان كرد:
كه رابطه بين فاصله و ترتيب نقاط روي كي خط  y x= − و y x= رابطه‌هایي چون

را نشان مي دهند معادلة خط مستقيم گفته مي شود.
مي دانيم از هر دو نقطه در كي مستوي تنها و تنها كي خط مي‌گذرد، حال مي خواهيم 

معادلة خطي كه از دو نقطة يكفي بگذرد را پيدا كنیم.

),(  را در سيستم كميات وضعيه مشخص كنيد. 22 yxB ),(  و  11 yxA ● دو نقطة  کيفي 

B با هم وصل شوند چه به دست می‌آيد. A و ● اگر نقاط
AB  در نظر گرفته نشاني  ),( را بالاي خط مستقيم  yxM ● يک نقطة يكفي ديگر مانند

کنيد.
y  عمودها رسم و نام‌گذاري کنيد. و   x B  بالاي محورهاي  AM  و  , ● از نقاط 

از انجام فعاليت فوق چنين نتيجه‌گيري می‌نماييم:

x

y

O


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تمرين

),( نيز  yxM ),(  بگذرد و نقطۀ  22 yxB ),(  و  11 yxA معادلة خط مس��تقيمي كه از نقاط 
بالاي اين خط مس��تقيم قرار داشته باشد، داراي شکل 

مقابل است:
1 2 1

1 2 1

2 1
1 1

2 1

y y y y
x x x x

y yy y (x x )
x x

− −
=

− −
−

− = −
−

		
	

)1,2( بگذرد. −B A)4,3( و مثال1:معادلة خط مستقیمی را بنويسيد كه از دو نقطة 
حل: با استفاده از معادلة خط مستقيمي كه دو نقطة آن معلوم باشد، مي توانيم بنويسيم 

				   1كه: 2 1

1 2 1

y y y y
x x x x
y 4 1 4 y 4 5
x 3 2 3 x 3 1
y 4 5(x 3)
y 5x 15 4 5x 11

− −
=

− −
− − − − −

= ⇒ =
− − − −
− = −
= − + = −

 
5

3
4

=
−
−

⇒
x
y

 115 −= xy

 3x −= مثال 2: معادلة خطی مستقیمی را بنويسيد كه محور x را در نقطه‌یی به فاصلة 
4y قطع كند. = و محور y را در نقطه‌یی  به ترتيب 

3x قطع میك‌ند، پس  −= حل: چون خط مستقيم محور x را در نقطه‌یی به فاصلة 
−)0,3( است. به همين ترتيب  در سيستم كميات وضعية مختصات اين نقطة تقاطع 
)4,0( مي باشد. حالا با دانستن  محل تقاطع خط با محور y در سيستم كميات وضعيه 

مختصات دو نقطة كي خط مي‌توانيم معادلة آن‌را چنین بنويسيم:

 124x3y =−

 

123x4y3

)3x(4y3
3
4

3x
y

)3(0
04

)3(x
0y

xx
yy

xx
yy

12

12

1

1

==−

+=⇒=
+

−−
−

=
−−

−
⇒

−
−

=
−
− 			 

			 

B)4,3( بگذرد. )1,2( و  −A 1- معادلة خط مستقيمی را دريابيد كه از نقاط 
)6,5()4,1(,)3,1( باشد. ABæC )6,5()4,1(,)3,1( و− ABæC − AM  مثلث را دريابيد كه رأس هاي آن  2- معادلة میانة 

A)0,3( و مح��ور y را در  3- معادل��ة خ��ط مس��تقيمي را دريابيد كه مح��ور x را در
)2,0( قطع كند. −B

x

y

A

O

B

M

x1 xx 2

y

y

1

y2

x

y

A

O

B

M

x1 xx 2

y

y

1

y2
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  MA ميل با    ABميل مقابل  شكل  در 
چه رابطه‌یی دارند؟

آيا ميل هر قطعه خط ديگری كه روي 
خ��ط ویا م��وازی به اين خ��ط انتخاب 
كنيم با ميل AB برابر است یا خیر، اگر 

است چرا؟

معادلة خط مستقيمي که  ميل و يك 
نقطه آن معلوم باشد

معلوم  آن   ),( 22 yxB و   ),( 11 yxA نقطة دو  كه  مستقيم  خط  كي  معادلة  مي دانيم 
                                                

1 2 1

1 2 1

y y y y
x x x x

− −
=

− −

			  باشد، عبارت است از: 
                                                   

2 1
1 1

2 1

( )y yy y x x
x x

−
− = −

−
		 يا

2 ميل خط مستقيم را نشان می‌دهد بناءً معادلة فوق شكل زير را به خود  1

2 1

y y
x x

−
−

چون 

                                           1 1( )y y m x x− = − 			  اختيار میك‌ند.
1 و ميل آن  يعني  1( , )A x y معادلة اخير معادلة خط مستقيمي است كه كي نقطة آن 

m معلوم است.

 باشد.
2
1 )3,2( مي‌گذرد و ميل آن  مثال1: معادلة مستقيمي را بنويسيد كه از نقطة 

1 1( )y y m x x− = − حل: چون ميل و كي نقطة مستقيم داده شده، پس از معادلة
مي توانيم بنويسيم:        

                          
       

                                                                      

x

y

A

O

B

M

x1 xx 2

y

y

1

y2

x

y

A

O

B

M

x1 xx 2

y

y

1

y2

2( 3) ( 2)
2 6 2
2 4

y x
y x
y x

− = −
− = −
− =

13 ( 2)
2

y x− = −

 

2
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+=
−+=

xy
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xxy  2

ACKU



72

تمرين

)1,3( بگذرد و به محور x موازي باشد، بنويسيد. مثال2: معادلة خطي كه از نقطة 
حل: چون خط موازي به محور x است بناءً  ميل آن صفر است در نتيجه معادلة آن 

طور زير به دست می‌آيد:                                            
1 0 ( 3)
1 0
1

y x
y
y

− = −
− =
=

)( axmby −=−

x=3 می‌باشد. معادلة آن به صورت 
),( مي‌گذرد و موازي  ba معادلة خط مستقيمي كه از نقطة 

by = محور x باشد عبارت است از: 
),( مي‌گذرد و موازي با محور y باشد، عبارت  ba معادلة خط مستقيمي كه از نقطة 

ax = است از: 
 )4,2(−B ∆ را به دست آريد كه از نقاط، مثال 4: معادلة ناصف عمودي قطعه خط

بگذرد.
AB  را  حل: براي دريافت معادلة ناصف عمودي اين قطعه خط ابتدا‌ ميل قطعه خط 

به دست آورده و بعداً نقطة وسطي آن‌را دريافت مي نماييم.

)1,3( بگذرد و با محور y موازي  مث�ال3: معادلة خطي را دريافت کنيد ك��ه از نقطة 
باشد، بنويسيد.

حل: چون خط موازي محور y است پس ميل  آن تعريف 
اين  روي  نقطه  هر  می‌دانيم  ولي  نيست(.  )معين  است  نشده 
قرار دارد، پس   )1,3( خط داراي فاصلة مساوي به فاصلة نقطة 

1-  معادلة خط مستقيمي را دريابيد كه ميل آن 4 و محور y را در نقطة 3- قطع كند.
−2 باشد. گذشته و ميل آن  )4,5( −P 2-  معادلة خط مستقيمي را به دست آريد كه از نقطة 

0733 دريابيد. =−+ yx 3- ميل و نقطة تقاطع با محور y را در معادلة 

x
1

y

O 3



:  AB مختصات نقطۀ وسطی خط 

2 1

2 1

1 2 1 2

1 1

4 4 1 12
2 2 2

0 0( , ) ( , ) (0,0)
2 2 2 2

1 1( ) 0 ( 0)
2 2

y ym mAB x x mAB
x x y ymAB

y y m x x y x y x

− +
= = = − ⇒ = − =

− − −

+ +
= = =

− = − ⇒ − = − ⇒ =

∆
 

ABm

 1yy −

 
ABm

 
AByx ),(
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فعاليت

نسبت   1234 ,,, llll چهار خط 
به هم‌ديگ��ر در کدام وضعیت قرار 

دارند؟

شكل عمومی معادلة خط مستقيم

معادلة الجبري كي خط مس��تقيم را كه رابطه بين مختصات هر نقطة روي كي خط را 
نشان می‌دهد، دانستيم. حال شكل عمومي معادلة خط را طور زير بيان می‌نماييم:

معادلة خط مستقيم در حالت ستاندارد )معیاری( به شكل زير است:
0 a cax by c y x

b b
−

+ + = = یا− 		

b≠0 است. c اعداد حقيقي و  ab و  , كه در آن 

 تقاطع با محور y را نشان می‌دهد.
b
c−  ميل خط و  

b
a− در معادلة فوق 

y mx h= + به اين ترتيب می‌توان گفت هر مستقيمی که در مستوي داراي معادله‌یی به شكل 
باشد، در آن m ميل خط مستقيم و h ترتيب نقطة تقاطع با محور y است.

در حالت عمومی هر رابطة خطي بر حسب x و y كه در آن توان x و y كي باشد، 
معادلة كي خط مستقيم می‌باشد.

فعاليت
−=2 را در كي سیستم كميات وضعيه رسم كنيد. xy 0632 و  =−+ yx ● دو مستقيم 

● ميل هر كي از اين خطوط را به دست آريد.
● اين دو خط نسبت با هم در کدام وضعیت قرار دارند؟

از فعاليت فوق می‌توان نتيجه را طور زير بيان نمود كه:
اگر ميل دو خط با ‌كيديگر مساوي نباشند آن دو خط ‌كيديگر را قطع میك‌نند.

 2 2 2 0a x b y c+ + = 1 و  1 1 0a x b y c+ + = در حالت معیاری اگر دو خط مستقیم 
متقاطع باشند، ميل آن‌ها با هم مساوي نبوده و از آن‌جا نتيجه مي‌شود كه:    
1 2 1 1

1 2 2 2

a a a b
b b a b

≠ یا≠ 						    

l 1

l 2
l 3

l 4

x

y

O

ACKU
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فعاليت

تمرين

را در مختصات كميات   0126 =+− yx و   053 =−+− yx مستقيم  ● دو خط   
وضعية قايم رسم كنيد.

● ميل هر كي از اين خطوط را به دست آريد.
● اين دو خط نسبت به هم در چه وضعيتي قرار دارند؟ چرا؟

وقتي   2 2 2 0a x b y c+ + = و  1 1 1 0a x b y c+ + = خط  دو  معیاری  حالت  در 
موازي مي باشند كه ميل هاي آن‌ها مساوي باشد، از اين‌جا می‌توان نتيجه گرفت كه 
 و 

2

1

2

1

2

2

1

1

b
b

a
a

b
a

b
a

⇒=
2

1

2

1

2

2

1

1

b
b

a
a

b
a

b
a

⇒=
2

1

2

1

2

2

1

1

b
b

a
a

b
a

b
a

⇒=
 

2

1

c
c

≠ بين ضرايب متحولین آن‌ها رابطة زير برقرار است:    
 برقرار باشد در اين صورت خطوط منطبق اند.

2

1

2

1

2

1

c
c

b
b

a
a

== اگر بين ضرايب رابطة 

134 با هم چه رابطه دارند؟ −=− yx 543 و  =+ yx مثال1: خطوط مستقیم
حل: با استفاده از ضرايب معادلات دو خط داريم كه:

134
543

222

111

=−==
−===

cba
cba

 است، پس دو خط متقاطع اند.
3

4
4
3

−
≠  يعني 

2

1

2

1

b
b

a
a

≠ 1- چون 

1 است، پس اين دو خط در نقطة تقاطع با هم عمود اند.
3

4
4
3

−=
−

× يعني 1 1

2 2

1a b
a b

× = − 2- چون

مثال 2: در معادلات زير قيمت عددي k را چنان تعيين كنيد كه مستقيم‌ها با هم عمود باشند.
3 1 0 , 2 6 3 0kx y x y+ − = − + =

حل: شرط عموديت را تحقيق می‌نماييم.

0568 را معلوم كنيد. =++ yx 0134 و  =−+ yx 1-  حالات خطوط 
0524 را دریافت كنيد. =+− yx 8 و  4 10 0x y− + = 2-   حالات خطوط

0532  طوری تعيين  =+− yx 0ky1)x(k  و  =++ 3-  قيمت k را در معادلات 
نماييد كه خطوط با هم موازي باشند.

90)6(32
02121

=⇒=−+⋅
=⋅+⋅

kk
bbaa
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فعاليت

سيستم معادلات خطی 

فعاليت
53  را به‌دست آرید. +−= xy 24 و  −= xy • میل خطوط 

• این دو خط نسبت با هم چه رابطه دارند؟ چرا؟  
• دو خط فوق را در یک مستوی کمیات وضعیه رسم کنید. چه رابطه بین خطوط  

رسم شده مشاهده می‌شود؟

نباشند،  مساوی  هم  با  دو خط  این  میل  اگر  که  می‌رسد  مشاهده  به  فوق  فعالیت  در 
هم‌دیگر را در یک نقطۀ مانند P قطع می‌کنند، چون نقطۀ تقاطع بالای هر دو خط واقع 
است، پس مختصات نقطۀ تقاطع در هر دو معادله صدق می‌کند، اگر مختصات نقطۀ 

تقاطع)P(x,y باشد آن‌گاه داریم که:	
53 +−= xy 24 و  −= xy

در نتیجه:

                                    	 1
77

5324

=
=

+−=−

x
x

xx

          
با وضع کردن قیمت x در معادلات فوق قیمت y را به‌دست می‌آوریم.

22)1(424 =⇒−=⇒−= yyxy

به ش��کل توجه نمایی��د، آیا مختصات 
نقطۀ P در هر دو معادلۀ خطوط مستقیم 

صدق می‌کند؟

x+y=3

x-y
=1

2

P
1

x

y

O
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فعاليت
• سیستم معادلات خطی مقابل را مد نظر بگیرید.                    

222  را به‌نام چه یاد می‌کنند؟ ,, abc 111 و  ,, abc • در این سیستم 
• در معادلات فوق x و y را چه گویند؟

• آیا نقطۀ تقاطع خطوط، حل سیستم معادلات شده می‌تواند؟

برای حل سیس��تم معادلات خطی، رابطۀ )I( را مي‌توانيم به ش��کل زیر بنویس��یم، در 
2b  خلاف صفر باشد. 1b  و  صورتی‌که 










+−=

+−=

2

2

2

2

1

1

1

1

b
cx

b
ay

b
cx

b
ay

	
پس سه حالت زیر را داریم:

1-  اگر میل‌های خطوط مساوی نباشند، در آن‌صورت دو خط یک‌دیگر را در یک 
نقطه قطع می‌کنند.

2-  اگر میل‌های خطوط مساوی، ولی تقاطع آن‌ها با محور y در نقاط مختلف باشد، 
در آن‌صورت خطوط با هم موازی اند.

آن‌صورت  در  باشد،  مساوی  هم  با   y محور  با  آن‌ها  تقاطع  و  میل خطوط  اگر    -3
خطوط منطبق اند.

مثال1: سیستم معادلات خطی زیر را حل کنید.

 

 





=+
=+

52
7

yx
yx

حل: برای حل، سیستم معادلات را به شکل زیر می‌نویسیم:

 

 





+−=⇒−=
+−=⇒−=

5225
77

xyxy
xyxy

نقطۀ  می‌گوییم  حالت  این  در   ،  P(1,2) از است  عبارت  تقاطع  نقطۀ  مختصات  پس 
P(1,2)  نقطه‌یی است که در مورد هر دو معادلۀ خط‌ها صدق می‌کند که حل سیستم 

 می‌باشد.




+−=
−=

53
24

xy
xy معادلات خطی 

 
I.......
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111




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=+
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cybxa
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مساوی  دو خط  میل  این‌که  از  است   -2 و   -1 فوق  دو خط  میل  اخیر  معادلات  در 
نیستند، پس دو خط یک‌دیگر را در یک نقطه قطع می‌کنند. برای دریافت مختصات 

نقطه تقاطع طور زیر عمل می‌کنیم:

2752
527

−=⇒−=+−
+−=+−

xxx
xx

با گذاشتن 2-  به عوض x در معادلۀ یکی از خطوط، داریم که:
 97)2(7 =⇒+−−=+−= yxy

−)9,2( حل سیستم معادلات و محل تقاطع دو خط است که در شکل زیر  بنابر این 
دیده می‌شود:

مثال2: سیستم معادلات خطی زیر را حل کنید.
         						    

حل: ابتدا معادلات را طور زیر می‌نویسیم:	

           				  
و  اند  موازی  خود  بین  خطوط  نتیجه  در  است   -1 به  مساوی  خط  دو  هر  میل  چون 

یک‌دیگر را قطع نمی‌کنند؛ یعنی سیستم معادلات خطوط موازی حل ندارد.

P(-2 , 9)
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مثال3: سیستم معادلات خطی را حل نمایید:
        						    

حل: ابتدا سیستم معادلات را طور زیر می‌نویسیم:
                                                              

به مشاهده می‌رسد که میل خطوط و تقاطع آن‌ها با محور y نیز مساوی است پس دو 
خط با هم منطبق اند، در این حالت دو خط نقاط مشترک بی‌شمار دارند، در نتیجه 

سیستم معادلات خطی حل‌های زیادی دارد. 
2c  اعداد حقیقی و y,x مجهول‌ها باشند، در آن صورت  11122 و  ,,,, abcab اگر 

   اند.




=+
=+

222

111

cybxa
cybxa سیستم معادلات خطی 

- اگر خطوط یک‌دیگر را در یک نقطه قطع نمایند، معادلات یک حل دارد.
- اگر خطوط با یک‌دیگر موازی باشند معادلات حل ندارد.

- اگر خطوط باهم منطبق باشند معادلات دارای بی‌نهایت حل است.

سیستم معادلات خطی زیر را حل نمایید.
                                     

   		

تمرين

(0 , 7)

x

y

O (7 , 0)
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فعاليت

حل سیستم معادلات خطی به روش 
تعویضی

o20  است. معادلات الجبری  100  و حاصل تفریق آن • مجموعۀ دو زاویۀ یک مثلث 
آن را بنویسید.

• سیستم معادلات فوق چند مجهول دارد؟ قیمت عددی هر یک را دریابید.
• قیمت‌های حاصلة معادلات را در سیستم امتحان کنید.

از فعالیت فوق حل مسأله و طریقۀ حل تعویضی سیستم معادلات خطی را در مثال زیر 
بیان می‌نماییم.

حل: اگر زوایای مثلث را A و B بنامیم، عبارت فوق را به شکل معادلات الجبری 
طور زیر می‌نویسیم:

		
              	                		

حال قیمت A را از جنس B از معادلۀ اول به دست می‌آوریم: 
این قیمت A را در معادلۀ دوم به عوض A  وضع نموده معادله را حل می‌نماييم.

                   	
را   A قیمت عددی  نموده،  معادلات سیستم وضع  از  یکی  در  را   B قیمت  این  حال 

به‌دست می‌آوریم:
   

    

به حل سیس��تم مع��ادلات خطی توجه 
کنید، به نظر شما قیمت عددی مجهول 

x به چه ترتیب به دست آمده است؟

∧∧

−= B100A 

 oooo 40B80B220BB100 =⇒−=−⇒=−−
∧∧∧∧

 

ooooo

o

60A4020A2040-A

20BA

=⇒+=⇒=

=−
∧∧∧

∧∧

 

II...................20BA

I.................100BA

o

o

=+

=+
∧∧

∧∧

 20BA =−
∧∧  

II...................20BA

I.................100BA

o

o

=+

=+
∧∧

∧∧

 II
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



=+
=+

1023
032

yx
yx مثال: سیستم معادلات دو مجهولۀ زیر را حل نمایید.   

                                                          		
حل: اول قیمت یک مجهول را از جنس مجهول دیگر به‌دست آورده، در معادلۀ دوم 

آن‌را وضع می‌نماییم:
 
y

2
3x-3y2x03y2x −=⇒=⇒=+

			 
 

6
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
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332032
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y

yy
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yxyxyx

        	
برای حل سیستم معادلات دو مجهولة درجه اول طور زیر عمل می‌نماییم.

• قیمت یک مجهول را از جنس مجهول دیگر دریافت نموده، در معادلۀ دوم آن‌را  
وضع می‌نماییم.

قیمت  و  حل  مجهول  آن  برای  را  شده  حاصل  یک  درجه  مجهولة  یک  معادلۀ   •
مجهول را به‌دست می‌آوریم.

• این قیمت حاصل شده مجهول را در یکی از معادلات داده شده، سیستم وضع کنید. 
قیمت مجهول دیگر به‌دست می‌آید.

• قیمت‌های به‌دست آمده مجهول‌ها را در سیستم معادلات وضع نمایید، اگر هم‌زمان 
در هر دو معادله صدق کند حل معادله صحیح است، در غیر آن صحیح نیست.

حل سیستم معادلات خطی زیر را به روش تعویضی به‌دست آرید.
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فعاليت

حل سیستم معادلات خطی به
 روش افنا

• سیستم معادلات خطی را بنویسید که دو معادله با دو مجهول داشته باشد.

• این سیستم را با استفاده از روش گراف حل نمایید.
• حل سیستم فوق را به روش تعویضی به دست آورید.

• آیا روش دیگری برای حل سیستم فوق موجود است؟

یکی از روش‌های دیگر حل سیستم معادلات روش افنا می‌باشد که در مثال زیر آن‌را 
شرح می‌دهیم:

	
 I...............
 II...............

 





=−
=+

725
4157

yx
yx

مثال1: سیستم معادلات خطی داده شده  را حل کنید.
                    

ح�ل: اول معادلات را طوری تغییر ش��کل می‌دهیم که اگ��ر آن‌ها را طرف به طرف جمع یا 
تفریق نماییم، یکی از مجهول‌ها افنا )حذف( گردد، مثلًا برای افنای مجهول x اطراف معادلۀ 
اول را در ضری��ب x معادلۀ دوم يعني 5 ضرب و اط��راف معادلۀ دوم را در ضریب x معادلۀ 

 اول یعنی 7 ضرب می‌کنیم:	      	





=−⇒=−
=+⇒=+

491435725
20525354157

yxyx
yxyx

×
×

7
5

        			 
                                   	

معادلات تشکیل شده جدید که در آن ضریب‌های x با هم مساوی گردیده، از هم‌دیگر 
تفریق می‌کنیم.

حميرا به زحل گف��ت اگر پول‌هایت 
را برای��م بدهی من صاحب 15 افغانی 
می‌ش��وم. زحل به حمي��را گفت اگر 
س��وم حصۀ پول خود را به من بدهی 
م��ن صاح��ب 5 افغانی می‌ش��وم، هر 

کدام آن‌ها چند افغانی دارد؟
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تمرين

                          	

 2052535 =+ yx 

15639 =y

491435
205235

=−
=+

yx
yx

− + − 4
39

156
=⇒=⇒ yy

			 
قیمت y را در یکی از سیستم معادلات وضع نموده، قیمت عددی مجهول دومی را به‌دست 

 
31557)4(25

725
=⇒=⇒=−

=−
xxx

yx می‌آریم.                                             
   	  			 

            




−=−
=+

132
423

yx
yx مثال2: سیستم معادلات زیر را به طریقۀ افنا حل کنید:              

حل: ابتدا یکی از مجهول‌ها را حذف می‌نماییم، مثلًا y را، بناءً معادلۀ اول را به 3- 
ضرب می‌کنیم  و معادلۀ دوم را به 2 ضرب نموده، حاصل آن‌را طرف به طرف جمع 

می‌کنیم.

	

    
• هر مجهولي را که می‌خواهیم آن را افنا نماییم، ضریب آن‌را مد نظر گرفته، ضریب 
مجهول افنا شدنی معادلۀ اول را در معادلۀ دوم و به همین ترتیب ضریب مجهول افنا 

شدنی معادلۀ دوم را در معادلۀ اول ضرب می‌دهیم.
• معادلات حاصل شده را از هم‌دیگر تفریق می‌کنیم که قیمت یک مجهول به‌دست 
قیمت  نموده،  وضع  سیستم  معادلات  از  یکی  در  را  شده  قیمت حاصل  این  می‌آید. 

عددی مجهول دومی را به‌دست می‌آوریم.

حل سیستم معادلات خطی زیر را به طریقۀ افنا به‌دست آرید.
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فعاليت

در رابطه هاي فوق چه شباهت ها و چه 
تفاوت هايي را مي‌بينيد؟

تغيير مكان 
 Transformation

,C(2-(4   را در سیستم كميات وضعيه تعيين نماييد. ,A(1,,3)B(-2(2  و  ● نقاط 
● به مختصة x اين نقاط 2 واحد افزود سازيد.

● نقاط حاصله را در همان سیستم كميات وضعيه نشان دهيد.

به  می‌توان  را  مستوي  كي  ),( yx مانند  يكفي  نقطة  هر  كه  ديديم  فوق  فعاليت  در 
نقطة داده  )2,( منتقل ساخت، در چنين حالتي مي گوييم نقطة جديد تصوير  yx +

( است. yx ,2+ شده در مستوي تحت تبديل) 
نقطة جديد را  تنها كي  تنها و  از مستوي كميات وضعيه  نقطه‌یی  به هر  رابطهي‌ي كه 

نسبت دهد، كي تغيير مكان يا تبديل در مستوي خوانده مي‌شود.
C)4,2( را تحت تبديل هاي زير در مستوي  و )2,1(D  ، )1,4(E مثال : تصوير نقاط 

به دست آريد.

حل: ابتدا نقاط را در كميات وضعيه تعيين می‌نماييم.
داريم كه: ),(),( yxyx T −→ 1T a : تحت تبديل  

)4,2()4,2(
)2,1()2,1(
)1,4()1,4(

−=
−=
−=

T
T
T

x

AA′

B′

C′

D′

B

T

C

D

(x , y)  →  (–x , y)

y

O

x

y

O 1 4

E´

C´

E

C

D´
D

: ( , ) ( , ) : ( , ) ( , )
: ( , ) ( , ) : ( , ) ( 2, 3)

T R

M S

a x y x y b x y x y
c x y y x d x y x y

→ − → −

→ → + +

 1T  2T
 3T  4T
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تمرين

داريم كه: ),(),( yxyx R −→
 2T b: تحت تبديل 

 
)4,2()4,2(

)2,1()2,1(
)1,4()1,4(

−=
−=
−=

R
R
R

داريم كه: ),(),( xyyx M→
 3T c: تحت تبديل 

),()3,2(  داريم كه: ++→ yxyx S 4T 4T d: تحت تبديل 

)7,4()4,2(
)5,3()2,1(
)4,6()1,4(

=
=
=

S
S
S

در مثال فوق می‌توان نشان داد كه تحت تبديل‌های داده شده، فاصلة نقاط تغيير نميك ند 
CEEC  است.   ′′= )(' باشد، پس  EET = )(' و  CCT = به طور مثال اگر 

است.
تبديل‌های  تحت  را   )3,3( و )1,3(,)2,2(,)1,1( −−−− نقاط  تصوير   -1

زير در كميات وضعيه به دست آريد.

تبديل هایي كه فاصله بين نقاط را حفظ ميك ند ايزومتري )Isometry( ناميده مي شود.

پذير  انطباق  شكل  اصل  با  نمايد،  مكان  تغيير  ايزومتريک  كي  توسط  شكلي  اگر 

y

C

C

D
E

E
D

x

y

C

D
E xD

C

E

y

C

D
E

x

D

C

E

 

2)(4,4) M(2,
1)(2,2) M(1,
4)(1,1) M(4,

=
=
=

 

)2y,1x3()y,x(:e
)2y,0()y,x(:d

)0,5x()y,x(:c
)y,x2()y,x(:b

)2y,1x()y,x(:a

P

R

K

D

T

+−→

−→

+→

→

+−→ 1T

 2T

 3T

 4T

 5T
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فعاليت

 در 
∆

ABC در ش��كل مقابل مثل��ث 
مستوي حركت كرده و در موقعيت 
تغیی��ر محل نموده   

∆

''' CBA جديد 
اس��ت. آيا مي توانيد تغيير مكان اين 

حركت را شرح دهيد؟

انتــقال
Translation

∆  در كميات وضعيه رسم کنید و مختصات رأس‌های آن را 

ABC ● كي مثلث يكفي 

به دست آريد.
∆  را به اندازة 2 واحد در جهت مثبت محور x و 1 

ABC ● مختصات رأس‌های مثلث 

C' به‌ناميد. ',' و AB واحد در جهت مثبت محور y حركت دهيد، نقاط جديد را 
 را از نظر طول 

∆

''' CBA ∆  و 

ABC C' را با هم وصل نموده، مثلث  ',' و  AB ● نقاط 
اضلاع و شكل ظاهري با هم مقايسه كنيد.

هرگاه همه نقاط كي شكل را به كي جهت معين در كي فاصله حركت دهيم، شكل 
حاصله با شكل اولي انطباق پذير است. اين حركت را به‌نام انتقال یاد نموده، آن‌را طور 

( , ) ( , )T x y x h y K= + + زير نشان می‌دهند.                              
 كه در آن h و k اعداد حقيقي هستند.

 )2,3(−E )5,1( و  −D  ، )0,0(C  ، )1,2(,)4,3( −AB مثال 1: تصوير‌های نقاط 
),()2,1( نشان دهيد. +−= yxyxT را در كميات وضعيه تحت رابطة انتقال 

حل: ابتدا نقاط را روي كميات وضعيه تعيين نموده، بعداً نقاط را تحت رابطة انتقال  
),()2,1( به دست مي‌آوريم. +−= yxyxT

x

y

O

1

4

E´

C´

E

C

D´ D

A

B

C

B′A′

C′
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در مث��ال ف��وق ب��ا وصل نم��ودن نق��اط تصوي��ر آن‌ها دي��ده مي ش��ود، قطع��ه خط های
'EE  با ‌كيديگر موازي و مس��اوي  اند كه به نام وكتور انتقال  'AA',BB',CC',DD  و 

ناميده مي‌شود.
در  را  آن  باشد،  مربع  رأس‌های یک    )1,6(A,)3,8(B,)5,6(Cو)3,4(D اگر   :2 مثال 

2y,5x()y,x(T(  رسم نمایید. −−= کمیات وضعیه تحت رابطة انتقال 

DCBA  است. ′′′′ حل: منطقلة مربع ABCD تحت انتقال، چهار ضلعی 

انتقال كي رابطة ايزومتري است.

تمرين
P)3,3( كي چهار ضلعي باشد، چهار  O)5,2(  و   ، )1,1(,)5,2( −− MN 1- اگر

),()9,( رسم نماييد. yxyxT −+= ضلعي و تصويرش را تحت رابطة 
O)3,5( رأس‌های مثلث اند. مثلث و تصویرش را تحت تبدیل  و )0,5(,)0,7( IL  -2

3x,3y()y,x(F(  رسم نمایید. −+−=

x
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D
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E
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)4,4()22,13(T),2,3(E
)3,0()25,11(T),5,1(D

)2,1()20,10(T),0,0(C
)6,2()24,13(T),4,3(B

)1,1()21,12(T),1,2(A

E

D

C

B

A

−=+−−−
−=+−−−

−=+−
=+−
=+−−−

x
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x
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)1,1(')23,54(),3,4(
)3,1(')25,56(),5,6(
)1,3(')23,58(),3,8(

)1,1(')21,56(),1,6(
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فعاليت

در تصوير كاغذپران دقت كنيد، به نظر 
شما اين كاغذپران نسبت به كدام كي 

از اقطار خود متناظر است؟

انعـــكاس
Reflection

● كي شكل را در وسط كي صفحة كاغذ رسم نماييد.
● همه خطوط آن‌را به رنگ آبي يا توشی كه رنگ 

آن به زودی جذب كاغذ نشود رنگ كنيد.
● كاغذ را به وسط آن طوري قات نماييد كه به ‌كيطرف 

صفحة قات شده شكل قرار گيرد.
مقابل شكل  به  را  نموده كدام شكل  باز  را  ● صفحه 

اصلي مي‌بينيد. فرق بين آن‌ها چيست؟

تبديل گردد كه  )'( طوري  p از شكل  نقطه  به كي   )(P نقطة كي شكل هر  اگر   
∆)( مساوي به هر نقطه از شكل P)( نظر به كي محور  فاصله‌های هر نقطه از شكل 

 )(∆ ∆ ياد می‌کنند كه محور )'( باشد، آن تبديل را به نام انعكاس نسبت به محور  p

را محور انعكاس گويند.
مستطيل  كي  رأس‌های   )2,1(D و   )0,2(,)2,6(,)4,5( ABC هرگاه  مثال1: 
باشند، مستطيل را در كميات وضعية قايم رسم نموده، تصوير آن‌را نظر به هر دو محور 

رسم نماييد.

تعريف

تمرين
P P’d d’

ACKU



88

),(),( انعكاس نسبت به محور y است. yxyxT −= تغيير مكان
),(),( انعكاس نسبت به محور x است. yxyxT −= تغيير مكان 

xy  است. = x,y()y,x(T(   انعكاس نسبت به مستقيم = تغيير مكان 

ABCD را نظر به محورy رسم نماييم، در اين صورت  حل: هرگاه تصوير مستطيل 
)( تبديل می‌گردد و اگر تصوير آن‌را نسبت به محور x رسم  x− تنها مختصة x آن به 

نماييم، تنها مختصة y  آن به y- تبديل مي‌گردد، طوري كه در شكل ديده مي‌شود.

تمرين
)1,3(  رأس هاي كي مثلث باشند، مثلث و تصويرش  −C )1,7(,)1,3( و  AB 1- اگر 

را تحت رابطه هاي انعكاس زير رسم كنيد.

),(),(:),(),(:
),(),(:),(),(:

43

21

xyyxRdxyyxRc
yxyxRbyxyxRa

−−==
−=−=       	

)3,2( رأس هاي كي مربع باشند  −D و  )5,3( −−C ، )2,0(,)0,5( AB − 2- اگر 
رسم كنيد. ),(),( xyyxR −−= مربع و تصويرش را تحت رابطة انعكاس 

  ∆

ABC 1,5( رأس‌های كي مثلث اند. تصوير مثلث(C )2,3(,)4,1( و  AB − 3- نقاط
را نظر به محور‌های x و y تحت رابطة:

∆  به‌ناميد.

C'B'A' 02 رسم كرده آن‌را =+x  ●

 به‌ناميد.
 ∆

'C''B''A' 03 رسم كرده آن‌را  =+y  ●

(x , –y)(x , y)
A(2 , 0)

B(6 , 2)

C(5 , 4)

D(1 , 2)

A´(2 , 0)

B´(6 , –2)

C´(5 , –4)

D´(1 , –2)

A˝(–2 , 0)

B˝(–6 , 2)

C˝(–5 , 4)

D˝(–1 , 2)

(–x , y)

x

y

O A´
B˝

C˝
D˝

A˝ B´

C´

A

C

D´

D
B

(x , –y)(x , y)
A(2 , 0)

B(6 , 2)

C(5 , 4)

D(1 , 2)

A´(2 , 0)

B´(6 , –2)

C´(5 , –4)

D´(1 , –2)

A˝(–2 , 0)

B˝(–6 , 2)

C˝(–5 , 4)

D˝(–1 , 2)

(–x , y)

x

y

O A´
B˝

C˝
D˝

A˝ B´

C´

A

C

D´

D
B

انعکاس نظر به محور y      انعکاس نظر به محور x         نقاط
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فعاليت

 در كي 
∆

ABC در ش��كل مقاب��ل 
در  و  ك��رده  حرك��ت  مس��توي 
قرار   ∆

''' CBA جدي��د  موقعي��ت 
گرفته اس��ت. آيا مي‌توانيد تبديل 

مانند اين حركت را شرح دهيد؟

دوران
Rotations

مدل مقابل، دو موقعيت مختلف را در چرخ بازي اطفال نشان می دهد.
● باتوجه به شكل، مشاهده مي‌شود كه ´A متناظر A و 
 'BOB AOA' و  ´B متناظر با نقطة B اس��ت. دو زاوية 

را اندازه‌گيري كرده با هم مقايسه كنيد.
● حال كي نقطة دل‌خواه را روي موقعيت اول چوكي 
چرخ‌بازي اطفال انتخاب كنيد و آن را P بنامید، زاویۀ 

'POP  را اندازه نمایید.
● نقطة متناظر P را در موقعيت دوم چوكي پيدا كرده 

آن‌را ´P بناميد.
با در نظر داشت فعاليت فوق دوران را به عنوان كي تغيير مكان در مستوي طور زير 

تعريف ميك‌نيم:
α  دوران  اگر كي شكل در مستوي حول كي نقطة ثابت O به اندازة كي زاوية ثابت 

كند، همة نقاط آن به عين زاويه دوران میك‌ند.
α  را زاوية دوران گويند.  در اين حالت نقطة ثابت ‌O را مركز دوران و زاوية ثابت

C)2,5(وB)0,5(,A)0,2(   رأس‌های كي مثلث اند،‌ در كي مستوي  مثال :  
ABC و تصويرهايش را تحت هر كي از تبديل هاي زير رسم  كميات وضعية مثلث 

كرده، سپس هر تبديل را شرح دهيد.

A

B

C

B′

A′

C′

 A
 B

 O

 'A

 'B

P

 'P
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  ),(),(3 xyyxR −= 2),(),(  ج:  yxyxR −−= 1),(),(   ب: xyyxR −= الف:
حل: 

3R دوران‌های به مركز  12 و  , RR با توجه به ش��كل، مشاهده مي ش��ود كه تبديل هاي 
270 اند. 180 و  , 90  مبدأ كميات وضعيه و به ترتيب به زاويه‌های

C)1,7( رأس‌هاي كي مثلث باشند. )2,6(,)0,0( و  AB − 1- اگر 
),(),(   رسم كنيد. xyyxR −= الف: شكل و تصوير مثلث ABC را تحت تبديل

ب: طول اضلاع مثلث و تصويرش را با هم مقايسه كنيد، آيا اين دوران كي ايزومتري 
است؟

رأس‌های كي مستطيل باشند. )2,3(−D )6,5(,)2,7(,)2,1( و  −−ABC 2- اگر 
),(),( رسم كنيد. xyyxR −−= الف: مستطيل و تصويرش را تحت دوران  

ب: طول اضلاع و مساحت مستطيل و تصويرش را با هم مقايسه كنيد. 

تعريف

A

A’

B’C’

A”B”

C” A”’

B”’ C”’

B

C

y

O

(-y,x) (x,y)

(-x,-y)

(x,y) (x,y)

(x,-y)
O O

y y

x x x

A

A’

B’C’

A”B”

C” A”’

B”’ C”’

B

C

y

O

(-y,x) (x,y)

(-x,-y)

(x,y) (x,y)

(x,-y)
O O

y y

x x x

R(x,y)=(-y,x)
)0,0( مرکز دوران
90   زاوية دوران

R(x,y)=(-x,-y)
)0,0( مرکز دوران
180  زاوية دوران

R(x,y)=(x,-y)
)0,0( مرکز دوران
270  زاوية دوران

نقطه تصویر
(x,y) (-x,y) (-x,-y) (x,-y)
A(2,0) A'(0,+2) A''(-2,0) A'''(0,2)
B(5,0) B'(0,+5) B''(-5,0) B'''(0,-5)
C(5,2) C'(-5,2) C''(-5,-2) C'''(2,-5)

(-x,y)
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● دو محور افقي و عمودي در كي مستوي كه ‌كيديگر را عموداً قطع نموده باشد، 

به نام سيستم كميات وضعيه ياد مي‌شود.
● محور افقي كميات وضعيه را به نام محور فاصله و محور عمودي كميات وضعيه را 

به نام محور ترتيب و محل تقاطع آن‌را مبدأ گويند.

2 به دست می‌آيد.
2 1 2 1( ) ( )AB x x y y 2= − + − ● فاصله بين دو نقطه از رابطة

( به دست می‌آيد.
2

,
2

( 2121 yyxxM ++ ● مختصات نقطة وسطي هر قطعه خط از رابطة 

● در قطعه خطی كه مختصة y آن صفر باشد، مختصات نقطة وسطي آن خط از رابطۀ 

,0( به‌دست می‌آید.
2

( 21 xxM +

● در قطعه خطی که مختصة x آن صفر باشد، مختصات نقطة وسطي آن خط از رابطة  

( به دست می‌آيد.
2

yy,0(M 21 +

به دست می‌آيد.
 

 

12

12

xx
yym

−
−

=
 
● ميل هر خط مستقيم از رابطة

● ميل هر خط مستقيم مربوط به زاويهي‌ي است كه مستقيم با جهت مثبت محور x مي سازد.

● هر مستقيم كه با جهت مثبت محور x زاوية حاده بسازد، ميل آن مثبت و اگر زاوية 

منفرجه بسازد، ميل آن منفي است.
● مستقيم‌های موازي داراي ميل‌های مساوي اند.

● ميل هر مستقيم مواز ي با محور x صفر و ميل هر مستقيم عمودی بر محور x تعريف نشده است.

)1(− ● دو مس��تقيم وقتي با هم عمود اند كه حاصل ضرب ميل‌های آن‌ها مس��اوي به

شود.
● سه نقطة اختياري زماني بالاي كي خط مستقيم قرار مي گيرند كه ميل هر قطعه خط آن‌ها 

با هم مساوي باشند.
● رابطهي‌ي كه به هر نقطه از مستوي كميات وضعيه تنها و تنها كي نقطة جديد را نسبت 

دهد، كي تغيير مكان يا تبديل گفته مي شود.
● هر گاه همه نقاط كي شكل به كي جهت معين و به كي فاصله حركت دهيم، شكل 

حاصله با شكل اولي انطباق‌پذير است. اين حركت را انتقال گويند.
به اندازة كي زاوۀي  )(O ● اگر كي شكل در كي مستوي به اطراف كي نقطة ثابت 
α دوران كند، همه نقاط آن به عين زاويه دوران ميك ند. این حرکت دوران ناميده 

مي شود.

نكات مهم فصل سوم
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● در سوالات زير به هر سوال چهار جواب داده شده است، جواب صحيح آن را انتخاب كنيد.

1- حاصل ضرب ميل‌های دو خط عمود بالای هم‌دیگر:
d( منفي یک است. ∞ است.	  )c b( صفر است.	 		 a(  )1( است.

2- معادلة خط مستقيم كه ميل و تقاطع آن با محور y معلوم باشد، عبارت است از:

 )( 11 xxmyy −=−  )d 	    y mx b= +  )c  	 by = )b   	y mx c= +)a

3- معادلة خط مستقيم كه دو نقطۀ آن معلوم باشد، عبارت است از:

y mx= )d 	  

12

12

1

1

xx
yy

xx
yy

−
−

=
−
− )c 	

12

1

12

1

xx
xx

yy
yy

−
−

=
−
−  )b 	y mx b= + )a

y,0(B( عبارت است از: 2 )0,( و   1yA 4- مختصات نقطۀ وسطی دو نقطه 

)0,0(M  )d
    

)
2

,0( 21 yyM +  )c
    

)0,
2

( 12 yyM + )b
    

)0,
2

( 21 xxM + )a

x(B,0(وA)x,0(  عبارت است از: 12 5- مختصات نقطۀ وسطی دو نقطه  

)0,0(M  )d   )
2

,0( 21 yyM +  )c   )0,
2

( 12 yyM + )b   )0,
2

( 21 xxM + )a

6- فاصله بين دو نقطة A و B از کدام فورمول زير به‌دست می‌آيد:

	 2
21

2
21 )yy()xx(AB +−+= )b 	      2 2

1 2 1 2( ) ( )AB x x y y= + + +  )a
2 2

2 1 2 1( ) ( )AB x x y y= − + − )d      2 2
2 2 2 1( ) ( )AB x y x y= + + −  )c

7- فاصله بين كي نقطه و مبدأ كميات وضعيه عبارت است از:

 d 2 2
1 1AB y y= +   )b                                     d 2 2

1 2AB x x= + )a

 d 2 2AB x y= −  )d                                     d 2 2AB x y= +   )c

8- ميل كي خط مستقيم عبارت است از:

12

12

yy
xxm

+
+

=  )d  	
12

12

xx
yym

−
−

=  )c
    12

12

xx
yym

+
+

=  )b   	
12

12

yy
xxm

−
−

= )a

9- دو مستقيم وقتي با هم مواز ي اند كه:
a(   ميل‌های آن‌ها با هم مساوي باشند.	           b( ميل‌های آن‌ها مساوي نباشند.

d( همه درست است. c(حاصل ضرب ميل‌های آن‌ها منفي يک باشد.	

تمرين فصل سوم
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● جا‌های خالي را با كلمات مناسب پر كنيد.

1- در سيستم كميات وضعيه محور x را محور ...... و محور  y را محور ....... گویند.
 .................... آن‌ها   y و   ....................... آن‌ها   x كه  دارند  قرار  نقاطي  دوم  ناحية  در   -2

است.
آن‌ها...............................   y هم  و   x هم  كه  دارند  قرار  نقاطی  سوم  ناحية  در   -3

است.
4- مستقيمی كه با جهت مثبت محور x زاويه حاده بسازد ميل آن ...................... است.
5- دو مستقيم موازي كه با جهت مثبت محور x زواياي .............................. مي سازد.

6- ميل هر مستقيم موازي با محور x .......................... است.
 7- س��ه نقط��ه زماني ب��ر كي خط مس��تقیم قرار دارند ك��ه ميل هر قطع��ه خط آن‌ها

 با هم................. باشد.
8- اگر ميل دو خط با ‌كيديگر مساوي نباشد، آن دو خط ...................... اند.

● كدام كي از جملات زير صحيح و كدام یک از آن‌ها غلط اند. در مقابل صحيح 

حرف )ص( و در مقابل غلط حرف )غ( بگذاريد.
( اگر به هر نقطهي‌ي از مستوي كميات وضعيه كي و تنها كي نقطة جديد را  	( -1

نسبت دهد، تبديل در مستوي ناميده مي شود.
( اگر هر نقطه‌یی از شكل P به كي نقطه از شكل'P طوري تبديل گردد كه  	( -2
فاصله‌های هر نقطه از شكل P نظر به كي محور مساوي به هر نقطه از شكل 'P باشد، 

اين تبديل كي انعكاس است.
),(),( انعكاس نسبت به محور y است. yxyxT −= ( تبديل  	( -3
y,x()y,x(T(   انعكاس نسبت به محور x است. −= ( تبديل 	( -4

xy است. = x,y()y,x(T(   انعكاس نسبت به مستقيم  = ( تبديل 	( -5
( انتقال عبارت از تغيير مكاني است كه در آن جهت فواصل و وسعت زوايا  	( -6

ثابت باقي بماند.
O)( به اندازة كي  ( اگر كي شكل در كي مستوي حول كي نقطۀ ثابت  	( -7

زاوية α دوران كند، همه نقاط آن به عين زاويه دوران ميك ند.
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● سؤالات زير را حل نماييد.

1- نقطه هايی را كه كميات وضعية آن ذيلاً‌ داده شده، در مستوي كميات وضعيه تعيين كنيد.
)0,5(:4)4,0(:3)3,2(:2)1,0(:1 −

2- فاصله بين هر جوره از نقطه‌هایي را كه كميات وضعية آن‌ها ذيلًا داده شده است، 
معلوم كنيد.

1: (0,9) , ( 5, 4) 2 : (4,1) , (3, 2) 3 : ( 7 ,4) , (1, 11)− − − −        
و  بوده  قايم‌الزاويه  مثلث  كي  رأس‌های  زير  شدة  داده  نقطه‌های  كه  دهيد  نشان   -3

مساحت آن‌ها را نیز به دست آريد.
1: (0,9) , ( 4, 1) , (3, 2) 2 : (3, 2) , ( 2,3) , (4, 4)− − − − −

4-  نشان دهيد كه نقطه‌های داده شدة زير بالاي كي خط مستقيم قرار دارند.
1: (0,4) , (3, 2) , ( 2,8) 2 : (1,2) , ( 3,10) , (4, 4)− − − −

5- ميل و كي نقطة خطوط در زير داده شده است، معادله‌های آن‌ها را به دست آريد.
2,)4,1(:3

3
2,)1,4(:2

2
1,)3,2(:1 −=−−−=−−= mmm

باشد،   )3,1( − و   )1,3(,)3,1(,)1,3( −−− مستطيل  كي  رأس هاي  اگر    -6
مساحت آن‌را دريافت نماييد.

باشد، طول  )4,11( و    ,)9,4(  )4,2(),9,5(),9,14( متوازي‌الاضلاع رأس‌های كي  اگر   -7
اقطار آن‌را دريابيد.

ي��ك  رأس‌ه��ای   )3,6( و (12,0) , ( 9, 4) , ( 3,1)− − نقاط ك��ه  دهي��د  نش��ان   -8
متوازي‌الاضلاع است.

وضعية  كميات  باشند،   )3,1( − و )0,5(,)2,3(− مثلث  كي  رأس‌های  اگر   -9
نقطه‌های وسطي اضلاع آن را به دست آريد.

10- ثبوت نماييد که:
الف( قطر‌های مربع بالاي ‌كيديگر عمود اند.

ب( قطر‌های مستطيل ‌كيديگر را نصف مي نمايند.
3,5(B(,A)1,3(  مي‌گذرد، دريابيد. − 11- معادلة عمود وسطي مستقيم را كه از نقاط 

P)5,4( گذشته و به ترتيب  12- معادلات خطوط مستقيمي را دريابيد كه از نقطة 
يکي آن با محور x و ديگر آن با محور y موازي باشد.

C)3,5( رأس‌هاي كي مثلث باشند. )0,7(,)0,5( و  AB 13- هر گاه 
T رسم كنيد. )3,3(),( −+−= xyyxf الف: مثلث و تصويرش را تحت تبديل 

 ''' CBA ),(),(  پيدا كرده آن‌را yxyxR −= ABC را ابتدا تحت دوران  ب: تصوير 
),()3,3( تعيين كنيد. −+= yxyxT '''  را تحت انتقال  CBA به‌ناميد، سپس تصوير 
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صحب��ت  هم ديگ��ر  ب��ا  ش��اگرد  دو 
نمودند كه چطور طول يك درخت  را 

اندازه كنند؟
یکی آن‌ها به دیگری پیشنهاد زیر را داد 
و خودش به روی زمین دراز کشید و از 
رفیق خود خواس��ت تا آن‌قدر حركت 
نماي��د که س��ر او و ن��وك درخت را 
روي يك خط مستقيم ببيند، به درستي 

پيشنهاد شاگرد فكر كنيد.

قضية تالس در مثلث

از فعاليت بالا مي توانيم قضية تالس را طور زير بيان نماييم:
Δ  اگر به يكي از اضلاع مثلث خط موازي رسم نماييم، نسبت 

ABC در مثلث كيفي 
اضلاع مثلث تشيكل شده به اضلاع مثلث ABC با هم مساوي است. اين قضيه را به‌نام 

قضية تالس در مثلث مي گويند.
Δ  است مي توانيم بنويسيم كه:

ABC,BC||MN چون در مثلث ثبوت:	

Δ  می‌باشد. اندازة هر قطعه خط را توسط کش معلوم نموده 
ABC,BC||MN ● در مثلث

و در جاهاي خالي بنويسيد.

1 3

A

NM

CB 2 4

1 3

A

NM

CB 2 4

AM = 
AB  = 

AN = 
AC = 

MN = 
BC  = 

      

● زاويه هایي را كه با هم مساوي اند نشان دهيد.

  را پيدا نموده بگویید که اين نسبت ها با هم چه 

AB
AM

 
 و

 
 

BC
MN,

AC
AN ● نسبت هاي

رابطه دارند.
1 3

A

NM

CB 2 4

1 3

A

NM

CB 2 4

AM = 
AB  = 

AN = 
AC = 

MN = 
BC  = 

متوافقه
متوافقه

مشترک

 

∆∆

∧∧

∧∧

∧∧

⇒













=

=

=

AMN~ABC

.....AA

.......43

.......21

 

BC
MN

AB
AM

AC
AN

==
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BC  است در نظر گرفته طول  EF  موازي به Δ  را كه
ABC مثال 1:  مثلث قايم‌الزاوية 

EF  مثلث را دريابيد. اضلاع قايم وخط موازي
BC||EF  است بناءً نظر به قضية تالس گفته مي‌توانيم كه  ،  Δ

ABC حل: چون در مثلث 
اين دو مثلث با هم متشابه اند، لذا مي‌توانيم بنويسيم كه:

    

   

x را تعيين كنيد. ، مقدار   CD||EF مثال 2: در ذوذنقة زير
EG  موازي به ضلعAB  است، نظر به قضية تالس داريم كه: حل: قطعه خط

B

G F

D

A

E

C

2

4

5

x

B

F

D

A

E

C

610 9 x

C

F

A

D

E

B

G

20 6
16

5

A

B C

E F
x

2

1

B FD

A
EC

4

2x + 1

5x – 5

7

x را تعيين كنيد. 1- در اشكال ذوذنقه، مقدار 

  CD||AB EF||CD  و x را در ش��كل زير تعيين كني��د، در صورتی كه 2- مق��دار 
باشد.

B

G F

D

A

E

C

2

4

5

x

B

F

D

A

E

C

610 9 x

C

F

A

D

E

B

G

20 6
16

5

A

B C

E F
x

2

1

B FD

A
EC

4

2x + 1

5x – 5

7

B

G F

D

A

E

C

2

4

5

x

B

F

D

A

E

C

610 9 x

C

F

A

D

E

B

G

20 6
16

5

A

B C

E F
x

2

1

B FD

A
EC

4

2x + 1

5x – 5

7

5 4 5 20
4 2 2 2

10

CG CE CG GB
GB AE CE AE
x x

x

= =

×
= ⇒ = =

=

یا

B

G F

D

A

E

C

2

4

5

x

B

F

D

A

E

C

610 9 x

C

F

A

D

E

B

G

20 6
16

5

A

B C

E F
x

2

1

B FD

A
EC

4

2x + 1

5x – 5

7

 7

 55 −x

 

2
33

2

=

=

=

x

x
BC
EF

AB
AE

91625
35

2

222

222

=−=

+=

+=

==

BC
BC

ABBCAC
BC
EF

AC
AF

AB
AE

 
6.2

3
8

==x

 4

 4=BC
 169 =−
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فعاليت

اگ��ر كاغذ پ��ران در ه��وا در حالت 
پرواز باش��د چگونه مي توانيد فاصلة 

آن را از زمين به دست آريد؟

ساين يك زاوية‌ حاده

E را انتخاب كرده ايم، از اين نقاط  D و Δ  بالاي وترAC  نقاط
ABC ● در مثلث قايم‌الزاوية

F و AB  به ترتيب به ضلعCB  در مثلث موازي‌ها رسم نموده، نقاط تقاطع آن‌ها را به ضلع 
G به‌ناميد.

  و 

DA
DF

AE
EG

= ● با اس��تفاده از خط‌كش اض�الع مثلث را اندازه گرفته و نس��بت هاي

را محاسبه نموده با هم مقايسه كنيد.
 

 

AC
BC

E نس��بت‌هاي D و ● آي��ا با تغيي��ر محل نقاط

 تغيير مي‌كند؟ 
 

 

AC
BC و   

DA
DF

AE
EG

=

، در مقدار   ACآي��ا با تغيير محل نق��اط روي ●

A تغييري ايجاد ميک‌ند؟
∧ زاوية 

را افزايش دهيد. فكر كنيد تساوي نسبت هاي   ∧
A ● اكنونAB  را ثابت  نگه داريد و زاوية
فوق چگونه اتفاق مي افتد؟ تحقيق كنيد.

B

C

A

D

F G

E

A

C

B
θ

A

C B

5

4

3

در هر مثلث قايم الزاويه نسبت ضلع مقابل يك زاوية حاده 
بر طول وتر هميش��ه مقدار ثابت اس��ت كه به اندازة زاوية 
sinθ)ساين زاوية حاده(  حاده بسته‌گي دارد. اين نسبت را

θ مي ناميم:  طول ضلع مقابل زاوية
sinطول وتر BC

AC
θ = =

B

C

A

D

F G

E

A

C

B
θ

A

C B

5

4

3
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sin را به دست آوريد. B sin و  A مثال 1: در شكل زير مقدار 
حل: 

x را دريابيد. باشد، در اشكال زير مقدار  0.891 sin مساوي به  63 مثال 2  : اگر 

حل:
جزء الف:  با استفاده از تعريف ساين يك زاوية حاده، مي‌توانيم بنويسيم كه:

جزء ب: 

M

63°

4

63°

63°

x
x

x
15

H

E

F G

H
O

A

C

B3

x

y

θ

1 Unit

M

63°

4

63°

63°

x
x

x
15

H

E

F G

H
O

A

C

B3

x

y

θ

1 Unit

شكل )ب( شكل)الف(	

مقابل  شكل  در  باشد،  مساوی0.891   sin 63 اگر  -1
را دريابيد. x قيمت عددي

2- شكل ربع دايرة مقابل را در نظر بگيريد.
sinθ چگونه تغيير مي كند؟ θ بزرگ شود، الف( اگر زاوية 

sinθ به كدام عدد نزديك مي‌شود؟ θ به صفر نزديك شود، ب( اگر زاوية
sinθ  به كدام عدد نزديك مي شود؟ 90 نزديك شود، ج( اگر زاوية به

M

63°

4

63°

63°

x
x

x
15

H

E

F G

H
O

A

C

B3

x

y

θ

1 Unit

M

63°

4

63°

63°

x
x

x
15

H

E

F G

H
O

A

C

B3

x

y

θ

1 Unit

B

C

A

D

F G

E

A

C

B
θ

A

C B

5

4

3

A طول ضلع مقابل زاوية
طول وتر

B طول ضلع مقابل زاوية
طول ضلع وتر

80  را به ترتيب رسم نموده، سپس بر روي هر زاويه يك مثلث    و 40,65  3- زواياي
اضلاع اندازه گيري  و  خط‌كش  از  استفاده  با  نماييد.  رسم  جداگانه  قايم الزاوية 

sin80 را دريابيد و با هم مقايسه كنيد. sin و  40 , sin 65 

54B و به قاعدة 8 واحد رسم كنيد. اگر 
∧

=  4- يك مثلث متساوي‌الساقين با زاوية
B را دريابيد. يك ضلع آن 5 واحد باشد، ساين زاوية 

4sin sin 0.8
5
3sin sin 0.6
5

BCA A
AB
ACB B
AB

= = = ⇒ =

= = = ⇒ =

ABsin 63
AC

3 30.891 x x 3.37
x 0.891

=

= ⇒ = ⇒ ≈



MHsin 63
OM

x0.891 x 3.56
4

=

= ⇒ ≈


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فعاليت

يك درخ��ت ناجو عقب ي��ك ديوار 
قرار دارد. يک شاگرد می‌خواهد بداند 
درخ��ت از ديوار چق��در فاصله دارد. 
براي اين كار فقط يك زينه دارد، فكر 

كنيد او چه فكر می‌كرد؟

كوساين يك زاوية حاده

● مثلث هاي تشيكل شده در شكل را نام ببريد.

DE  با هم  چه رابطهی‌ی دارند؟ چرا؟ BC  و  ●

ADE با هم چه رابطهی‌ی دارند؟ ABC و  ● مثلث هاي 

● فاصلة زينه را الی ديوار و بعد الی درخت به دست آريد.
AE  را به دست آريد. ● به كمك قضية تالس مساوات زير را تكميل  و طول

 

AE
...

AC
AB

=
							     

● این مقدار به چه چیزی بسته‌گی دارد؟

A B

C

D

E

A

C

B
θ

A B

C

D

E

A

C

B
θ

θ طول ضلع مجاور زاوية
cosطول وتر AB

AC
θ = =

به صورت عموم در مثلث قايم‌الزاوية ABC كه يك زاوية حادة آنθ  است، نسبت طول 
ضلع مجاور اين زاويه بر طول وتر مثلث را به‌نام cosine θ )كوساين زاوية θ ( ياد مي كنند.
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B باش��د،  نشان  60
∧

=  =30  و زاوية 
∧

A مثال: در مثلث قايم‌الزاويهAHB اگر زاوية

 3 1cos30 , sin 30
2 2

= =  و  1 3cos60 , sin 60
2 2

= =  ک��ه: دهید 

است.
AH را مي‌توانيم چنین به‌دست آوریم: حل: با استفاده از قضية فيثاغورث ارتفاع 

 

10
3

10
35

AB
AH30cos,

2
1

10
5

AB
BH30sin

2
1

10
5

AB
BH60cos,

2
3

10
35

AB
AH60sin

35AH75AH

7525100AH5AH10
HBAHAB

2222

222

======

======

=⇒=

=−=⇒+=

+=





 

2
3

10
35

AB
AH30cos,

2
1

10
5

AB
BH30sin ======

 

2
1

10
5

AB
BHcos60,

2
3

10
35

AB
AHsin60 ====== oo

A

H B60°

10

5

30°

1- اگر يك زاوية حاده بزرگ شود، اندازة كوساين آن چه تغیيری مي كند؟ چرا؟ با 
استفاه از مثلث مقابل  و دایرة مثلثاتی نظر خود را بيان نماييد.

1cos بنویسید. A ● کی نسبت برای
2cos بنویسید. A ● کی نسبت برای 

● علامه هاي مناسب را در خانه هاي خالي بگذاريد.

60 تحقيق كنيد. 
45 و ,30

  2 را براي زاويه‌های 2sin A cos A 1+ = 2- رابطة 
cos را دريابيد. Aو sin A3- در مثلث قايم‌الزاوية زير قيمت عددي

10 واحد است، نسبت هاي  8,6 و  ABC كه طول اضلاع آن  4- در مثلث قايم‌الزاوية
cos را محاسبه نماييد.  A sin و  A مثلثاتي

A

H
B C

A B

C

C′

21

60°

10N 30°

xy

A

H B60°

10

5

30°

A

B C

138

1 2

AC AC
cosA cosA

′

A

H
B C

A B

C

C′

21

60°

10N 30°

xy

A

H B60°

10

5

30°

A

B C

138
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کی شاگرد به مقابل بيرق ايستاد شده، 
فك��ر مي كن��د كه ط��ول ميلة بي��رق را 

چگونه دريافت كند؟

تانجانت يک زاوية حاده

  ∧
B زاویه مثلثاتی  نسبت‌های  است،  قايمه  زاوية  آن    ∧

A زاوية كه    Δ
ABC مثلث در 

AC رسم شده است. MN موازي به را در نظر بگيريد. قطعه خط  
)Bcos,B(sin

∧∧

بر  را   cosB و   sinB ،  Δ
ABC مثلث داشت  نظر  در  با   ●

ABC بنويسيد. حسب اضلاع مثلث 
Δ  بنويسيد.

ABC sin را بر حسب اضلاع مثلث
cos

B
B

 ●

sinB را 
cosB

cosB و   ،sinB  ،  Δ
BMN ● با استفاده از مثلث

بر حسب اضلاع مثلث  بنويسيد.
cos را پيدا كنيم، آيا اين نسبت به طول اضلاع  B

sin B
● فكر مي كنيد اگر در مثلث فوق

Bبسته‌گي پيدا مي كند يا تنها به مقدار زاويه بسته‌گي دارد؟

C

A

N

M

θ

C

A B

B

C

A

N

M

θ

C

A B
نتيجه 1: در يك مثلث قايم‌الزاويه نسبت طول ضلع مقابل يك زاوية حاده بر طول ضلع 

)تانجانت زاوية حاده( ياد مي گردد. tanθ مجاور آن زاويه مقدار ثابتي است كه به‌نام

θ طول ضلع مقابل زاوية 
θ طول ضلع مجاور زاوية

ABtan
AC

θ = =
 

AC
AB
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نتيجه 2 : تانجانت زاويۀ حاده  )θ( برابر است با نسبت ساين زاوية حاده  بر كوساين 
همان زاويه.

cotangent θ نام  به  را  آن  كه  است  ديگري  مقدار   cos
sin

θ
θ

نسبت  : 3 نتيجه 
 θ θ بر طول ضلع مقابل زاوية ( يا نسبت طول ضلع مجاور زاوية  θ )كوتانجانت زاوية
cotθ ياد مي كنند اين نسبت مانند نسبت هاي مثلثاتي ديگر تنها به اندازة زاويه  را به‌نام 

ارتباط دارد. 

  30tan  باشد، قيمت 
 

3
38x = مثال 1: درمثلث زير اگر 

را به دست آريد.
tanθ مي‌توانيم بنويسيم كه: حل: با استفاده از تعريف 

 

3
3

8
1

3
3830tan8

3
38

8
30tan =⋅=⇒÷==  x

اي��ن  در  اس��ت.  گردي��ده  ترس��يم  زي��ر  در    Δ
ABC قايم‌الزاوي��ه مثل��ث   :2 مث�ال 

رابط��ة و  آورده  دس��ت  ب��ه  را   cot  θ و   cos  θ  ،tan  θ نس��بت‌هاي  مثل��ث 
sin مقايسه كنيد.  θ cos و   θ tan را با نسبت   θ

AC  را پيدا مي كنيم. Δ  طول 
ABC حل: ابتدا با استفاده از قضية فيثاغورث در مثلث

sintan
cos

θθ
θ

=

B 30°

8 x

C

A

θ

θ

A C

3
5

3

6

510

 cotθ و  tanθ ، cos ,sinθ θ 1- از شكل هاي زير
را دريابيد.

∧  را دريابيد.
Btan ∧  و

Atan Δ  كه اضلاع آن با هم مساوي است
ABC 2- در مثلث

نگه داشته شود و زاوية‌ حادة آن  ثابت  قاعدة آن  اگر  قايم‌الزاويه  3- در يك مثلث 
tanθ آن چه تغيیري رخ مي دهد؟ بزرگ شود، در نسبت 

B 30°

8 x

C

A

θ

θ

A C

3
5

3

6

510

B2 2 2

2 2 2 2 2

BC AB AC
5 3 x 25 9 16 4

3 4 3 4sin C cosC , tan C , cot C
5 5 4 3
3

sinC 3 4 3 5 3 3 sin C5 tan C tan C4cosC 5 5 5 4 4 4 sin C
5

x x x
= +

= + ⇒ = − ⇒ = ⇒ =

= = = =

= = ÷ = × = = ⇒ =

2 2 2

2 2 2 2 2

BC AB AC
5 3 x 25 9 16 4

3 4 3 4sin C cosC , tan C , cot C
5 5 4 3
3

sinC 3 4 3 5 3 3 sin C5 tan C tan C4cosC 5 5 5 4 4 4 sin C
5

x x x
= +

= + ⇒ = − ⇒ = ⇒ =

= = = =

= = ÷ = × = = ⇒ =

2 2 2

2 2 2 2 2

BC AB AC
5 3 x 25 9 16 4

3 4 3 4sin C cosC , tan C , cot C
5 5 4 3
3

sinC 3 4 3 5 3 3 sin C5 tan C tan C4cosC 5 5 5 4 4 4 sin C
5

x x x
= +

= + ⇒ = − ⇒ = ⇒ =

= = = =

= = ÷ = × = = ⇒ =

2 2 2

2 2 2 2 2

BC AB AC
5 3 x 25 9 16 4

3 4 3 4sin C cosC , tan C , cot C
5 5 4 3
3

sinC 3 4 3 5 3 3 sin C5 tan C tan C4cosC 5 5 5 4 4 4 sin C
5

x x x
= +

= + ⇒ = − ⇒ = ⇒ =

= = = =

= = ÷ = × = = ⇒ =

 222
ACABBC +=

 
3
4cot =C

B 30°

8 x

C

A

θ

θ

A C

3
5

3

6

510
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 B  C

 A

 B  C

 6

 8
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Δ  را رسم نماييد.

ABC ● يك مثلث متساوي‌الاضلاع 
AH  آن را رسم کنيد، ارتفاع در اين نوع مثلث كدام خاصيت ها را داراست؟ ● ارتفاع 

● با استفاده از قضية فيثاغورث اندازة ارتفاع مثلث مذکور را دريافت نماييد.
60 را دريافت كنيد؟ 30 و ● آيا مي توانيد قيمت هاي عددي نسبت هاي مثلثاتي زوایای

Δ  را طوري رسم نماييد كه طول ساق هاي 
ABC ● يك مثلث متساوي‌الساقين قايم الزاوية 

آن يك واحد طول باشد.
● هر يك از زاويه هاي حاده چند درجه است؟ چرا؟ اندازة طول وتر آن را محاسبه كنيد.

را به دست آريد. 45 ● نسبت هاي مثلثاتي زاوية

نسبت هاي مثلثاتي زواياي 
خاص (°30،°45، °60 و90°) 

براي انجام فعاليت بالا مي‌توانيم از جدول زير استفاده نماييم:

مثلث‌های مقابل چه نوع مثلث‌ها بوده، 
آن‌ه��ا را نام گرفته، طول اضلاع آن را 

مشخص سازید.

45

45

A

B C

A

H
6060

sin

0°

0

1

0 1

1

0

30° 45° 60° 90°

cos

tan 3

—12

—12—3
2

—3
3

—2
2 —3

2

—2
2

زاويه                       
نسبت‌های مثلثاتي

تعريف نشده
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تمرين

مثال: در رابطه هاي زير قيمت هاي عددي ‌x و y را دريابيد:

حل: در رابط هاي فوق به عوض هر نسبت مثلثاتي قيمت عددي آن را وضع مي نماييم:

 60  45 و ,30 زواياي cot و tan ، cos ، sin در اشكال زير نسبت هاي مثلثاتي
را دريابيد:

1) sin 60 sin 30 2) cos60 cos30
3) tan 60 sin 30 4) tan 30 cos60
5) tan 45 sin 45 6) tan 30 tan 60

x y
y
y

= + = +

− = −

− = +

   

   

   

 

3
3333

3
360tan30tan)6

2
22

2
2145sin45tan)5

6
332

2
1

3
360cos30tan)4

2
132

2
1330sin60tan)3

2
13

2
3

2
130cos60cos)2

2
13

2
1

2
330sin60sin)1

+
=+=+=

−
=−=−=

−
=−=−=

−
=−=−=

+
=+=+=

+
=+=+=













y

x

y

x

y

x

30°

60°10

O

θ

α

60° 8
4

30°

5

1

1
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فعاليت
فعاليت

ميل رافعه به چه بسته‌گي دارد؟

A(1,3) را روي مستوي كميات وضعيه نشان دهيد.  B(0,0) و  ، C(1,0) ● نقاط 
مثلثي كه رأس‌های آن نقاط فوق‌الذکر مي باشد چه نوع مثلثي است؟ چرا؟

● ميل خطAB  را به دست آريد.

y بنويسيد. mx h= + ● معادلة خطAB  را به شكل 

را به دست آريد. چه رابطهی‌ی با ميل خطAB  دارد؟ tanA  ●

● دو نقطة كيفي روي خطAB  را در نظر بگيريد. با داشتن مختصات اين نقاط ميل 

خط را پيدا كنيد. آيا برابري ميل خط با tanB ديده مي شود؟

برابر  x زاوية حاده را مي سازد،  با محور نشان مي دهد كه ميل خطي كه  بالا  فعاليت 
 ، y mx h= + يعني درمعادلة x است با تانجانت زاوية بين خط و جهت مثبت محور

m tanA=
45 را    مثال 1: خط مستقیم ∆ محور y  را  در  نقطة 4     قطع مي كند و با جهت مثبت محور x      زاوية

tan باشد. 45 1= مي سازد.  معادلة خط دلتا را بنويسيد،‌ اگر 
بناءً  است   y mx h= + مستقيم  معادلة خط  مي دانيم كه  حل: 

اول ميل خط را به دست مي آوريم:
x

y

45°

m tan
m tan 45
m 1
h 4

= θ 
=  ⇒

= 
= 



 
4xy

hmxy
+=

+=

رابطة ميل خط مستقيم و تانجانت 
زاويۀ ميل آن
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فعاليت

تمرين

3 ميل و زاوية ميل مستقيم و تقاطع  y x 2 3− = مثال 2 : در معادلة خط مستقيم
آن را با محور y دريابيد.

y تبديل می‌نماییم و  mx h= + حل: اول معادلة خط مستقيم را به شكل استندرد 
بعداً ميل و تقاطع آن با محور y به آساني دريافت می‌گردد.

آيا مي توانيد رابطة بين مثلثات و قضية فيثاغورث را پيدا كنيد؟

رسم كنيد.  است،  و 8  آن 6  قايم  اضلاع  طول  كه   ABC قايم الزاوية  مثلث  يك 
A به‌ناميد. زاوية قايمه را 

2 را محاسبه كنيد. 2(sinB) (cosB)+ 2 و  2(cosB) , (sinB) , cosB , sinB
اضلاع حسب  بر  را   2 2(sinB) (cosB)+ و   2 2(cosB) , (sinB) , cosB , sinB

BC  بنويسيد. چه نتيجه مي گيريد. AB,AC  و

از فعاليت بالا به مشاهده رسيد كه مجموع مربع ساين يك زاوية حاده و مربع كوساين 
2 2(sinA) (cosA) 1+ = يك زاوية‌ حاده مساوي به يك است.                     

بعضي اوقات علامت توان را براي ساده سازي به شكل زير نمايش مي دهيم:
2 2(sin A) sin A=

2 2sinA sin A≠ متوجه باشيد كه توان 2 به ساين زاويه تعلق دارد نه به خود زاويه، پس

60 را   x زاوية با جهت مثبت محور  1- معادلة خط مستقيمی را به دست آريد كه 
(0,5) قطع كند.  تشيكل دهد و محور y را در نقطة 

4x ميل، زاوية ميل و تقاطع با محور y را در يابيد. y+ = 2- در معادلة مستقيم 
3- ثبوت كنيد: 

13 y x 2 3 3 y x 2 3 y x 2
3

1 3m tan 30 , h 2
33

− = ⇒ = + ⇒ = +

= θ = = ⇒ θ = =

2
2

2 2 2
3

4 2 2 2

(sin cos ) sin 1a) 1 b) 1 ( )
1 2sin cos cos sin
tan sin (sin cos ) 1c) sin tan d) cosA

cos 2sinA
e) sin A cos A sin A cos A 1

θ θ θ
θ θ θ θ

θ θ θ θθ θ
θ

+
= + =

+
− + −

= × =

+ × + =

 

A
A
AAd

b

cos
sin2

1)cos(sin)

sin
1)

cos
sin(1)

2

2
2

=
−+

=+
θθ

θ  

A
A
AAd

b

cos
sin2

1)cos(sin)

sin
1)

cos
sin(1)

2

2
2

=
−+

=+
θθ

θ  
θ2cos

1
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فعاليت

جدول مثلثاتی و استعمال آن 

در ش��کل مقابل )دای��رة مثلثاتی( آیا 
نس��بت‌های مثلثاتی زوایا را نشان داده 

می‌توانید؟

• کی مثلث متساوی الاضلاع را رسم و اندازة هر زاویة آن‌را تعیين کنید.
60°  را دریابید. 30°  و  • در کی مثلث نست‌های مثلثاتی زوایای

45°  را دریابید. • در کی مثلث نسبت‌های مثلثاتی زوایای 
• آیا نسبت‌های مثلثاتی هر زاویه را در شکل فوق پیدا کرده می‌توانیم؟ 

نتیجة فعالیت فوق را طور زیر بیان می‌نماییم:

نتیجه: 
به‌دست آورد، ولی محاسبة  به آسانی  از زوایا را می‌توانیم  مثلثاتی بعضی  نسبت‌های 
نسبت‌های مثلث کی عده از زوایا کار مشکل است، بناءً برای این کار از طرف بعضی 
علما توسط فورمول‌های خاص جدول‌ها ترتیب گردیده که با استفاده از این جدول‌ها 

می‌توانیم نسبت‌های مثلثاتی هر زاویه را به‌دست آریم.
   )90( θ− θ  و رابطة  قابل تذکر است که در ترتیب جدول از مثلث قایم‌الزاویه و زاویة 

  استفاده گردیده است.
)

2
( θπ

− یا 
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فعاليت
به جدول توجه کنید.

• سطر و ستون اول جدول چه را نمایش می‌دهد.
• ستون اول طرف راست و چپ جدول به کدام زاویه شروع و به کدام زاویه ختم 

شده؟ 
• سطر اول و سطر اخیر جدول چه نمایش می‌دهد؟

45°   کوچ‌کتر باشد نسبت ملثاتی آن‌را در طرف  45°  و یا از  • هرگاه کی زاویة 
اگر  می‌خوانیم،  پایین  یا  بالا  طرف  از  و  می‌نمایم  پیدا  درجه  ستون  در  جدول  چپ 

45°   بزرگتر باشد چه میک‌نیم؟ زاویه از 

نتیجة فعالیت فوق را طور زیر بیان می‌نماییم:
45°   کوچ‌کتر باشد آن زاویه را در ستون اول سمت چپ جدول و نسبت  اگر زاویة 

مثلثاتی آن‌را به‌طرف بالا در سطر اول پیدا می‌نمایم.
45°   بزرگتر باشد آن زوایه را در ستون اول سمت راست جدول و نسبت  اگر زاویه از 

مثلثاتی آن‌را از پایین به طرف بالا در سطر آخرین پیدا می‌نمایم.

°1030'  را دریابید.  مثال1: کوساین 
و  میی‌ابیم  را   )  '1030° مطلوب) زاویة  اول سمت چپ جدول  ستون  در  ابتدا  حل: 
عدد  ستون  و  سطر  تقاطع  نموده،  دریافت  آن‌را  مثلثاتی  نسبت  جدول  اول  سطر  در 

°1030'   است.  )0,8646( را نشان می‌دهد که کوساین 

4668,0'0130?)'1030cos(

cos










−−−°=°

   		

°5084'   را تعیین کنید. مثال2: کوساین 
°5084'  را پی��دا می‌نماییم و  حل: ابتدا در س��تون اول س��مت راس��ت جدول زاویة 
در س��طر اخیر جدول نس��بت مثلثاتی مطلوب را میی‌ابیم. تقاطع این س��ر و ستون عدد 

°5084'  است.  )9959,0(  را می‌دهد که کوساین 
 

°−−−=°

°

50845999,0?'5084sin
|
|

|
|

sin
|
|
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یادداشت: 
جدولیک‌ه نس��بت‌های مثلثاتی زوایایی که تفاوت شان  هرده دقیقه باشد برای ما نشان 
می‌دهد  نس��بت‌های مثلثاتی هر زاویه را نمی‌توانیم از این جدول به دس��ت آورد. حالا 
می‌خواهیم طریقهی‌ی را بیان نماییم که توس��ط این طریقه نس��بت‌های مثلثاتي هر زاویه 
را به‌دس��ت می‌آریم این طریق��ه را انترپولیش��ن  )Interpolation( می‌نامند که در 

مثال‌های زیر آن‌را مطالعه می‌نماییم.
را به‌دست آرید.   '3542tan  مثال1: تانجانت  

  '3042° °4042'  و  اما تانجانت  3542'   موجود نیست  در جدول تانجانت  حل: 
3542'  را دریافت  در جدول موجود است که با استفاده از آن نسبت مثلثاتی زاویه 

می‌نماییم.
  		

							     

دیده می‌شود که فرق دو زاویة اول و دوم '5 و فرق زوایای اول  و سوم '10  است، به 
0054,0   است یعنی اگر زاویه به اندازة '5  فرق  x و  همین ترتیب فرق تانجانت آن 
0054,0   فرق پیدا میک‌ند و اگر زاویه به اندازة  '10 فرق  tan  به اندازه  داشته باشد 
x فرق میک‌ند که با استفاده از تناسب  0054,0   آن به اندازة  داشته باشد تانجانت 

می‌توانیم بنويسیم.
 

0027,0
0054,010

5
=⇒= xx    					   

								        
 

9190,03542tan
9190,00027,09163,0

' =

=+


قیمت  را با   زاویة کوچک جمع می‌نمايیم:     

2035=α'   و   ααα  زوایای  sin,cos,tan با استفاده از جدول نسبت‌های مثلثاتی 
1075=α'  را دریابید.

تمرين
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فرق نسبت‌های مثلثاتی                     فرق دو زاویه
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فعاليت

حل مثلث‌های قایم‌الزاویه

°4030'  باشد زاویة دیگر آن‌را دریابید. • هرگاه کی زاویة مثلث قایم‌الزاویه 
نامعلوم  عناصر  باشد،    m25 آن  وتر  و    °29 قایم‌الزاویه  مثلث  زاویة  کی  هرگاه   •

مثلث را دریابید.
باشد،  يا کی ضلع و کی زاویة حادة آن معلوم  قایم‌الزاویه  • هرگاه دو ضلع مثلث 

عناصر دیگر مثلث را چطور پیدا کرده می‌توانیم؟ 

نتیجة فعالیت فوق را طور زیر بیان می‌نمايیم:
در هر مثلث قایم‌الزاویه اگر زاویة حاده و دو ضلع آن معلوم باشد، اجزای متباقی مثلث 

را با استفاده از توابع مثلث به‌دست می‌آوریم.
  120 40°  و ضلع مجاور این زاویه  مثال1: هرگاه کی زاویة حادة مثلثاتی قایم‌الزاویه 

واحد طول باشد، مثلث مذکور را حل نمایید.
اجزای  از  استفاده  با  بناءً  است،  نامعلوم  مثلث  و دو ضلع  زاویه  اینک‌ه کی  از  حل: 

معلوم، اجزای نامعلوم را طور زیر به‌دست می‌آوریم. 
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در ش��کل مقابل ارتفاع منار را چطور 
مي‌توان پيدا کرد؟
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تمرين

unit25  باشد، مثلث  unit7.49  و کی ضلع قایم آن  مثال2: وتر کی مثلث قایم‌الزاویه 
مذکور را حل کنید. 

حل: دیده می‌شود که دو عنصر مثلث معلوم است، پس عناصر نامعلوم را طور زیر 
 دریافت می‌نماییم.

431,71822525Âtana
25
aÂ3)tan

12'3030,259,890BÂ902)B

,48'5959,8Â0,503Âcos

0,503
49,7
25Â1)cos

=⋅=⋅=⇒=

°=°=°−=⇒−°=

°=°=⇒=

==         		
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زاویه311    این  مجاور  و ضلع     '5038 قایم‌الزاویه  مثلث  حادة  زاویة  اگر کی   -1
واحد باشد، مثلث مذکور را حل نمایید.

2- در اشکال زیر عناصر مجهول را دريافت نمایید.

A

BC

b

120

c

A

B

C

49.7

25

a

C

A

B

20 12

C

B

A36
x

80

A

C

B
240

200

             
   

 

?BC?B?A

?B??

===

===
∧∧

∧

xx

                

ACKU



119

فعاليت

زوایای میل، ارتفاع و تنزیل

را  زاویه  نوع  چه  افق  سطح  و  دید  خط  گیرد  قرار  ارتفاع  کی  به  احمد  هرگاه   •
می‌سازد و این زاویه به نام چه یاد می‌گردد؟

• هر گاه کی شی در پایین قرار داشته باشد، خط دید با سطح افق کدام زاویه را 
می‌سازد و این زاویه به نام چه یاد می‌گردد؟

نتیجه:
 Angle of Elevation  1- زاویة ارتفاع

هرگاه کی جسم در کی ارتفاع قرار گیرد، خط دید با افق کی زاویه تشکل می‌دهد 
  α که زاویة ارتفاع نامیده می‌شود، مانند زاویة داده شدة 

Angle of Depression 2- زاویة تنزیل
هرگاه کی جسم در پایین قرار داشته باشد، خط 
می‌دهد  تشکیل  را  زاویه  کی  افق  سطح  با  دید 
β در  که زاویة تنزیل نامیده می‌شود مانند زاویة 

شکل.

به ش��کل مقابل توجه نموده، زواياى 
ميل و تنزيل را نشان دهيد.

خط افق

خط افق

خط دید

A

BC

b

120

c

A

B

C

49.7

25

a

C

A

B

20 12

C

B

A36
x

80

A

C

B
240

200

 β

 α

 1P

 2P
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تمرين

  m100 ارتفاع مثلث و    '3052 ارتفاع  زاویة   
∆

MFT قایم‌الزاویه  مثلث  در   :1 مثال 
 است، قاعده و وتر مثلث را دریابید.

mXX

XMF
TF

73.76
3092.1
100

'3052tan
100

100'3052tan

=⇒=
°

=

==° 				  

45°  است،  m120  است و زاویة ارتفاع کاغذپران  مثال2: طول تار کی کاغذپران 
ارتفاع کاغذپران را دریابید.

     				  

ft120  ارتفاع دارد و زاویة نزولی که کشتی از برج  مثال3: کی برج ترسد از بحر
15°   است، کشتی متذکره از برج چقدر فاصله دارد. دیده می‌شود 

 

ftAC

AC
BC
ACA

4447,312015cot120
120

15cot

cot

=⋅=°⋅=⇒

=

=              			 

	

40°  تبدیل گردد. در این  20°  به 1- ارتفاع درختی را دریابید که زاویة ارتفاع آن از 
حالت مشاهد   به درخت نزدکی می‌گردد.

2- کی درخت را باد از طرف بالا طوری شکستانده که تنة درخت وحصة شکستة آن  
50°  زاویه را  کی مثلث قایم‌الزاویه را با زمین می‌سازند. اگر قسمت شکسته با زمین 

ft20  باشد، ارتفاع درخت را دریابید. تشکیل داده باشد و تنة درخت 

 '3052

M T

100m

F

 m2⋅
 
mhh 260

2
245sin

120
⋅°=⇒=°=
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فعاليت

معادلات مثلثاتی

رابط��ة مثلثاتی مس��اوی به چیس��ت؟ 
واضح سازید.              

اطراف  متحول  قیمت‌های  همه  برای  که  گویند  را  مساواتی  مطابقت،  که  می‌دانیم 
مساوات با هم برابر گردد و معادله مساواتی است که برای بعضی از قیمت‌های متحول 

اطراف مساوات با هم برابر گردد.

• رابطه بین مثلثات و قضیة فیثاغورث را نشان دهید که آیا این رابطه مطابقت است  یا 
معادله؟ 

• مطابقت و معادله چه فرق دارند  این فرق را در مثلثات تحقیق نمایید.
sin X است یا  1sin  مجهول  =x •  در رابطة 

نتیجة فعالیت فوق را طور زیر بیان می‌نمایم.

تعریف: 
نامیده  مثلثاتی  معادلة  باشد،  مثلثاتی موجود  نسبت  یا چند  معادله که در آن کی  هر 

 01cos2 =−x 01sin  یا   =−x می‌شود مانند 
- آن زاویه یا قوسی که نسبت مثلثاتی آن مطلوب باشد، مجهول اصلی نامیده می‌شود. 

مثلًا در معادلة فوق x  مجهول اصلی است.
- نسبت مثلثاتی  مجهول اصلی را مجهول فرعی می‌نامند، مثلًا در معادلة فوق.

 xsin
 a

 

?cossin 22  
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تمرين

برای حل معادلات مثلثاتی طور زیر عمل می‌نمایم:
1 - با کمک حل معادلات الجبری قیمت مجهول را به‌دست می‌آوریم.

2 - با کمک جدول  نسبت‌های مثلثاتی قیمت مجهول اصلی را به‌دست می‌آوریم.
3 - چون معادلات مثلثاتی پیریودکی است، بناءً حل‌های بی‌شمار دارد. پس با استفاده 

از فورمول‌های زوایایی که نسبت‌های مثلثاتی ‌کیسان دارد، حل‌های معادله اند.

  را دریابید.
1

2
1cos =+x 02sin2  و  =−x مثال1: حل‌های معادلات مثلثاتی 

 

( )
6

22)
4

(1

6
30

4
45

2
1cos

2
2sin

2
11cos2sin2

1
2
1cos02sin2

2 ππθπππ

ππ

±=±=−+=

=°==°=

==

−==

=+=−

nnxnx

xx

xx

xx

xx
	

حل معادلات زیر را دریابید.

 024cos2)033sin2)01cot3) =−=+=− xcxbxa

 
,...)2,1,0(,)

4
()1( =−+= nnx n π

π
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نكات مهم فصل چهارم

 )metron( يعني مثلث و )Trigon(از دو كلمة يوناني )Trigonometry(مثلثات ●

يعني اندازه كردن تش��يكل شده و عبارت از علمي است كه از روابط بين عناصر مثلث 

بحث مي‌كند.
قطعات  به  را  شده  قطع  اضلاع  گردد،  رسم  موازي  يك  مثلث  ضلع  يك  به  اگر   ●

متناسب تقسیم می‌نماید. این قضیه به نام قضية تالس ياد مي شود.
 sine در هر مثلث قايم‌الزاويه نسبت طول ضلع مقابل زاوية حاده بر طول وتر را به نام ●

زاوية حاده ياد مي كنند.
 cosine در هر مثلث قايم‌الزاويه نسبت طول ضلع مجاور زاوية حاده بر وتر را به نام ●

زاوية حاده ياد مي كنند.
● در هر مثلث قايم‌الزوايه نسبت طول ضلع مقابل زاوية حاده بر طول ضلع مجاور زاویة 

حاده به نامtangent زاويه حاده یاد مي شود.

 tan  θ cos زاوۀی حاده را به نام  θ ●  در  هر مثلث قایم الزاویه نسبت sin  θ کی زاویة حاده بر

 sin tan
cos

θ θ
θ

= زاوۀی حاده یاد میک نند.                                                           

cot  θ زاوۀی حاده را به نام   sin  θ cos  کی زاویة حاده بر  θ در  هر مثلث قایم الزاویه نسبت  ●

 cos cotan
sin

θ θ
θ

= زاوۀی حاده یاد میک نند.                                                           

● زاويهی‌ی كه يك خط مستقيم با جهت مثبت محور x مي‌سازد، مانند α  به نام زاوية 

( tan )m α= ميل ياد مي شود و ميل اين مستقیم را به نام tan α  ياد مي كنند. 

2 موجود است. 2sin cos 1A A+ = ● در هر مثلث قايم‌الزوايه رابطة 

● نسبت هاي مثلثاتي sin، cos  وtan  بدون ذكر زاويه در مقابل آن‌ها بي معني اند.
m, تانجانت زاويهی‌ی است كه خط مستقيم با  y mx b= + ● در معادلة خط مستقيم 

جهت مثبت محورx مي سازد و b تقاطع با محور y مي باشد.
cos60 مساوي است. sin با  30  ●

sin مساوي است.  60 cos30 با  ●

sin مساوي است.  45 cos با 45  ●
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تمرينات فصل چهارم

● در سوالات زير به هر سوال چهار جواب داده شده كه يكي از آن‌ها صحيح است، 

جواب صحيح را انتخاب كنيد. 
αsin  يك زاوية حاده عبارت است از: 1- نسبت 

			   )c 					     )a

)d 					    )b

2- نسبت tanx مساوي است به:
 
xcos

1  )d	
           

1
sin x

 )c             	cos
sin

x
x

 )b       	 sin
cos

x
x

 )a

2 ميل مستقيم عبارت است از: 3 1y x= − 3- در معادلة 

a و b )d           		  1 )c 		  -1 )b     	
2
3  )a

)3,0(  قطع می‌كند و با جهت مثبت  4- معادلة خط مستقيمی كه محور ‌y را در نقطة 

45 تشيكل می دهد، کدام  است. محور x زاوية 

2	     d(هيچ‌كدام 0x y− =  )c      2 2 3y x= −  )b   	 3y x= + )a

2 مساوي است به: 2sin 30 cos 30+  5- قيمت افادة 
-1  )d  	 	-2  )c     		 2  )b                   	 1  )a

مساوي است به: cos 45 sin و  45  -6

2  )d  	 	 2
2

 )c     		 2
2

  )b                   	 1  )a

sin مساوي است به: 30 cos60
cos60 sin 30

−
+

 

 
7- قيمت افادة

 0  )a	                 1  )b	              -1  )c	         d(  هر سه جواب صحیح است.

طول ضلع مقابل زاوية حاده

طول وتر

طول ضلع مجاور زاوية حاده
طول وتر

طول ضلع مجاور زاوية حاده
طول وتر

طول ضلع مقابل زاوية حاده
طول وتر
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● جاهاي خالي را با جمله‌های مناسب تكميل كنيد.

1- در يك مثلث قايم‌الزاويه مجموع دو زاوية حادة آن ......................... است.

cm10  است. طول ارتفاع آن  2- در يك مثلث متساوي الاضلاع طول يك ضلع آن 
...................... است.

3- نسبت ساين يك زاوية حاده عبارت است از...................................... .

................................. و   ............................. كلمة  دو  از   Trigonometry  -4
تشيكل گرديده است.

مساوی به..........................است .  θθ cottan ⋅  -5

● كدام يك از جملات زير صحيح و كدام آن‌ها غلط اند، در مقابل صحيح حرف 

)ص( و در مقابل غلط حرف )غ( را بگذاريد.

θ  است. طول ضلع مقابل

طول وتر
( نسبت sinx مساوي به  	( -1

cos60 با هم مساوي اند. sin و  30  ) 	( -2

2 است.
5

2 ميل خط مستقيم  5 1y x= − ( در معادلة  	( -3

است. tanθ sin مساوي به 
cos

θ
θ

( نسبت 	( -4

2sin است. θ 21 مساوي به cos θ+  ) 	( -5

● سوالات زير راحل نماييد:

1- در اشكال زير نسبت هاي مثلثاتي زواياي داده شده را دريافت نماييد.

60° 45°

24

12

H
60°

3

3 x x
θ

α

 
2
x

 a

 a

ACKU



126

2- در سوالات زير قيمت هاي A و B را محاسبه كنيد:

7sin باشد cos  x و tan  x را دريابيد.
12

x = 3- اگر 

3cos باشد نسبت هاي مثلثاتي cos  x و tan  x را دريابيد. 
3

x = 4-اگر 

αtan  به کدام عدد نزدکی می‌شود؟ از  α  به صفر نزدکی شود  5- اگر زاویة 
روی شکل ادعای خود را ثابت کنید.

باشد، فاصله های AC و BC را محاسبه کنید.
 

 

3
330tan = 6- در شکل زیر اگر

30°
16A B

C

 3

1)A cos30 sin 30 2) B cos60 sin 30
3) A tan 30 tan 60 4) B cos60 sin 30

15) A (tan 45 cos 45 ) 6) B tan 45 tan 60
2

2 17) A (sin 60 cos 45 ) 8) B 2 (sin 45 cot 45 )
2 2

9) sin 45 cos30 tan 45

= − = −

= − = +

= − = +

= + = − −

+ −

   

   

   

   

     45tan30cos45sin)9 −+=A
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افاده‌های الجبري
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فعاليت
مونوم هاي زير را در نظر بگيريد:

● يك حده‌هایی که با هم مشابه اند نشانی کنید.
● افاده هاي الجبري زير را تا حد ممكن ساده كنيد.

● افاده هايي كه ساده نمي شوند آن را چگونه بايد نوشت و براي هر يك چه نام‌هایي 
پيشنهاد ميك نيد.

● بزرگ‌ترين توان افاده‌ها را نظر به x در هر حالت تعيين كنيد.

افاده‌های الجبری

3 2

2
3 2

1) 2 ) ) 2 ) 9
3

4) 5 ) 2 ) 3 )
1

ta x b xy c xym d x

xe x f xy g x h
x −

از  فعاليت فوق مي توانيم بنويسيم كه:
هرگاه در يك افادۀ الجبري پس از س��اده كردن حدهاي مشابه، يك حد داشته باشيم، 
آن را يك حده )Monomial(، اگر جمع ويا تفريق دو حد را داشته باشيم آن را دو 
حده )Binomial(، اگر جمع و يا تفريق س��ه حد داش��ته باشيم، آن را به نام سه حده 
 )Polynomial( و اگر بيش‌تر از س��ه حد داشته باش��يم، چند حده )Trinomial(

 }...,2,1,0{=C مي ناميم، به ش��رطي‌که توان‌هاي متحولين شان در ست اعداد مکمل 
شامل باشند

2 4 2 2 3 3 31 1)2 6 2 ) 3 6 ) 2 ) 2
3 3

a x x xym b x x c xy x d xy xy+ + + + +

a + b

a + b + c
 ba ⋅ افاده‌های الجبریی را که در سطوح شکل 

مقابل تحریر شده نام‌گذاری نمایید.
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تمرين

در ه��ر اف��ادۀ الجبري بزرگ‌ترين ت��وان نظر به يك متحول خ��اص را درجة آن افادۀ 
الجبري نظر به آن متحول مي گوييم.

مثال: جدول زير را كامل كنيد:

1- افاده هاي زير را ساده نموده و درجة آن‌ها را نظر به هر کی از متحول ها تعيين كنيد.
2 2 2 2

2 2 3 2 3 3

3 1) 3 6 ) 2 2 2 3
2 2

) 4 2 14 8 4 16 2 ) 4 2 4 1

a x x x x b mn m n m m

c x x x x x x d x y yx xy

− + − − + +

− + + − + − − − − + − −

2-  افاده هاي الجبري زير چند حده بوده، درجة هر كدام آن ها را نظر به هر کی از 
متحول ها تعيين كنيد:

3- درافاده هاي B ، A و C زير حدود مش��ابه را مشخص و چند حده)پولينوم( را ساده 
كنيد.

2 6 5 6 6 2

2 6 2 3 2

3 4 3 6

) 6 4 12 2 ) 8 4 5

) 6 ) 3 6 2
4 2) 3 8 12 0.5 )
2

9

4

− − − − −

− + −
−

− − −
−

a x x xy x b x xy x

c x y m d x y x y y
m ne pq p q q p f
m n

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

14 2 3 2 0.5
2

4 0.7 2 3
3
2 8 2 3 8 32

= + − − − −

= − + − − − +

= + − +

A xy x y xy xy x y xy

B a b a b a b a b xy

C x x

23x² – 7x

6x² – 4x – 1

0.4x²y – 2x  +16y²4

13x – 2y³ + 6x³y

3 – 5 + x² – y³ – 2xy

4x² – 2x + 6x² – 5x

2x – 4
x———

32 y² – 3y + 2y³

افاده‌های الجبری
نام‌گذاری درجۀ افاده

x نظر بهy چند حدهسه حدهدو حدهيک حدهنظر به

 242 1624.0 yxyx +−

23x² – 7x

6x² – 4x – 1

0.4x²y – 2x  +16y²4

13x – 2y³ + 6x³y

3 – 5 + x² – y³ – 2xy

4x² – 2x + 6x² – 5x

2x – 4
x———

32 y² – 3y + 2y³
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فعاليت
● جاهاي خالي را با اعداد پر كنيد.

● در روابط بالا از چه خاصيتي استفاده گرديده است؟

● ضرايب عددي طرف راست با ضريب متحول در طرف چپ چه رابطه‌يي دارند؟

a+ را ساده كرد؟ b ● آيا مي توان 

در فعاليت بالا به مشاهده رسيد كه:

تجزيه به فكتور)فكتور گيري(

در تجزية برخي افاده هاي الجبري مي‌توان از خاصيت توزيعي ضرب بالاي جمع استفادهك رد. 
با تشخيص عامل مشترك در افاده ها، مي توان يك افاد ةالجبري را تجزیه کرد.

مثال 1: افاده هاي الجبری زير را تجزيه كنيد:

حل:  در افاده هاي داده شده، ابتدا جملة مشترك در همه حدود را دريافت نموده، آن 
را پيش‌روي قوس مي نويسيم، بعداً تمام حدود را به اين جملة مشترك تقسيم نموده و 

حاصل آن را در بین قوس  مي نويسيم. 

2

3
5 6

–3

5
2 –15

4

2
6 8

3

…
4 …

…

5
… 10

…

…
7 12

…

…
11 24

…

…
8 12

…

…
1 –6

4

3
… …

–3

2
… …

5 (....... ......) ...... ..........
6 (...... ......) ...... ..........

= + = +
= + = +

x x x x
y y y y

4 3 2 2

2 2

) )
1) 2 ) 3 6
2

+ − − +

− −

a ab ac ad b x x y x y

c m m d xy x

4 3 2 2

2 2

) )
1) 2 ) 3 6
2

+ − − +

− −

a ab ac ad b x x y x y

c m m d xy x

درشکل مقابل چند دس��ته گل را می‌بینید؟ و 
کدام دس��ته‌ها با هم مشابه اند؟ و چند شاخچه 

سازندة کی دسته گل است؟
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مثال 2 : افاده هاي زير را تجزيه كنيد:

حل: افاده‌ها را اول طوری ترتيب مي دهيم كه حدود مشترك پهلوي هم قرار گيرند، 
بعداً حدود مشترك را در افاده‌ها دريافت نموده و سپس آن را تجزيه مي نماييم.

 افاده‌های زير را تجزيه كنيد.
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فعاليت
● چه رابطه‌يي بين اعداد در هر مربع وجود دارد؟

● با استفاده از رابطة فوق جاهاي خالي را پر كنيد:

ضرب افاده هاي الجبري
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 = x² +(a + b) x +ab
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با ضرب نمودن قوس‌های مقابل بگویید 
دو  ضرب  حاصل  و  جمع  حاصل  که 

عدد مساوی به کدام عدد‌ها اند؟
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از فعاليت بالا به مشاهده می‌رسد: 
در ضرب دو افادة الجبري كه يك جملة مشترك دارند، می‌توانیم بنویسیم:

2( )( ) ( )x a x b x a b x a b+ + = + + + ×
بايد  تجزيه كنيم،  به دو قوس  را   2x bx c+ + مانند  ترينوم  افادۀ  بخواهيم يك  هرگاه 
طوری دو عدد را پيدا كنيم كه حاصل ضرب آن‌ها c و حاصل جمع آن‌ها b گردد، 

اگر اين اعداد را m و n به‌ناميم، داريم:

حل: 

1- افاده‌های زير را تجزيه كنيد:

2- افاده‌های زیر را با هم ضرب نماييد:

مثال: عمليه‌های ضرب و تجزيه‌های زير را انجام دهيد.
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فعاليت
● جدول زير را تکمیل كنيد:

مجموع و تفاضل مكعبات

2 2 2 2 2 2

3 2 2 2 2 3

3 3

( )( ) ( ) ( )a b a ab b a a ab b b a ab b
a a b ab ba ab b
a b

+ − + = − + + − +

= − + + − +

= +

3 3 2 2

3 3 2 2

( )( )
( )( )

a b a b a ab b
a b a b a ab b
+ = + − +

− = − + +

))((  مش��اهده  22 bababa +−+ 33  و  ba + ● چ��ه رابطه‌ي��ي بين دو س��تون تحت 

ميك نيد؟
3 بنویسيد؟ 3a b− ● آيا مي توانيد يك رابطة مشابه براي 

از فعاليت بالا مي توان نتیجه گرفت:

اين رابطه را می‌توان به شكل الجبري ثبوت نمود:

a³ – b³ = (a – b)(a² + ab + b²)

به شکل مقابل توجه نموده و بگویید که 
این سطوح کدام جسم منظم هندسی را 

می‌سازند؟

a a³ + b³ a² - 2ab + b²(a + b) (a + b)(a² - 2ab + b²)b
5 2
4 1
–3 2
3 –2
4 4 ACKU
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مثال1: افاده‌های  الجبري زير را به مطابقت تجزيه كنيد:

3 تبديل نموده، بعداً به كمك  3a b± حل: ابتدا افاده‌های الجبري را به شكل مطابقت 
اين مطابقت آن را تجزيه می‌نماییم:

3 3 3 2

2

1 1 1 3 127 (3 ) ( ) (3 )[(3 ) ] 3 18 2 2 2 4 91 1 1 2 43 3 (3 )
2 2 2

x x x x x
x x

x x x

− − − + +
= = = + +

− − −
= مساحت قاعده

 را ساده كنيد.
3 3

2 2

x y
x xy y

−
+ +

مثال 3 : افادة 
حل: ابتدا مطابقت صورت را به شكل انكشاف يافتة آن می‌نويسيم:

3 را تجزيه كنيد؟
3 2

x
x + مثال 4: افادة 

3 را به شكل الجبري نشان دهيد. 3 2 2a b (a b)(a ab b )− = − + + 1- صحت مساوات

2- افاده‌های الجبري زير را به مطابقت‌ها تجزيه نماييد.
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( نشان داده شده است. 3 127
8

x − مثال2 : حجم يك مكعب مستطيل به)
13 باشد، مساحت قاعدة مکعب مستطيل چند است؟

2
x − اگر ارتفاع آن 

⇒ ارتفاع × مساحت قاعده = حجم مكعب مستطيل حجم مكعب مستطيل = مساحت قاعده
ارتفاع
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( )( )− − + +
= = −

+ + + +
x y x y x xy y x y

x xy y x xy y
33 3

3 3 3 3
3 3

3 3
2 3

2

2 ( 2) 2( )

2 4( )( 2 )

+ = + = +

= + − +

x x x
x x x

x x
x x

6 6 3 3 3 12 12

3 3 3
3

3 6 3 3 6

) )8 )
1)125 ) 0.125 1 ) 1

)8 64 )8 27 ) 1

− + −

+ − +

− − −

a a b x y b b c x y

d x y e x f
x

g a b h a b i b

6 6 3 3 3 12 12

3 3 3
3

3 6 3 3 6

) )8 )
1)125 ) 0.125 1 ) 1

)8 64 )8 27 ) 1

− + −

+ − +

− − −

a a b x y b b c x y

d x y e x f
x

g a b h a b i b

6 6 3 3 3 12 12

3 3 3
3

3 6 3 3 6

) )8 )
1)125 ) 0.125 1 ) 1

)8 64 )8 27 ) 1

− + −

+ − +

− − −

a a b x y b b c x y

d x y e x f
x

g a b h a b i b

 3366) yxbaa +
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فعاليت

جم��ع  حاص��ل  ک��ردن  پی��دا  ب��رای 
3 درياف��ت کوچ‌کتری��ن مضرب  5

4 6
+

مش��ترک 6 و 4  ی��ا مخ��رج مش��ترک 
 ض��رورت اس��ت ک��ه ب��راي اي��ن کار 
ی��ک طریق��ه وج��ود دارد. چه روش��ی 
جم��ع  حاص��ل  ک��ردن  پی��دا  ب��رای 

2 پیشنهاد می کنید؟

3 2
1 2 2x x
+

− +

)L.C.M( كوچك‌ترين مضرب مشترك

3 ابتدا كوچك‌ترين مضرب مشترك  2
6 8
+ ● مي دانيم كه براي پیدا كردن حاصل جمع 

6 و 8 را پيدا ميك رديم، مراحل آن را توضيح دهيد.
2 را به عوامل ضربي تجزيه كنيد. 1x − 2 و  2x + ● افاده هاي 

● عوامل ضربي مشترك و غير مشترك را تعيين كنيد.

چه  کنید  فکر   2 1x − و   2x+2 مشترك  مضرب  كردن كوچك‌ترين  پيدا  براي   ●
عملي بايد انجام شود؟

2 کدام است؟ آن را به دست بياوريد. 1x − 2 و  2x + ● كوچك ترين مضرب مشترك 

 را دریافت نمایید.
2

3 2
1 2 2x x
+

− +
● حاصل جمع

ابتدا  الجبري  افادة  یا چند  به دست آوردن كوچك‌ترين مضرب مشترك، دو  براي 
آن ها را به عوامل ضربي اوليه تجزيه نموده سپس عوامل مشتركي كه بزرگ‌ترين توان 
را دارند، در عوامل ضربی غير مشترك ضرب نمایید كوچك‌ترين مضرب مشترك 

افاده ها به دست مي آيد.
دست  به  را   2 1x − و   2 2x + ، 24x افاده هاي  مشترك  مضرب  كوچك‌ترين   :1 مثال 

بياوريد.
حل: ابتدا افاده ها را به طور جداگانه تجزيه ميك نيم:

2 2 2

2

4 2
2 2 2( 1)

1 ( 1)( 1)

x x
x x

x x x

=
+ = +

− = − +
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تمرين

22 و 2 2  است كه حاصل  ( 1)x + ديده مي شود عامل مشتركي كه بزرگ‌ترين توان را دارد 
 2 2 2 22 ( 1)( 1) 4 ( 1)x x x x x+ − = − ضرب آن‌ها با عوامل غير مشترك  مساوي به

بوده كه به نام كوچك‌ترين مضرب مشترك يا L.C.M ياد مي شود.
   32x40x8,6x6 22 ++−  مث�ال 2 : كوچك‌تري��ن مض��رب مش��ترك افاده هاي 

24 را به‌دست آريد. 12 16x x+ − و

در نتيجه كوچك‌ترين مضرب مشترك آن عبارت است از:
32 3( 1)( 4)( 1)× + + −x x x

2 2 2

2 2 3

2 2

4 12 16 4( 3 4) 2 ( 4)( 1)
8 40 32 8( 5 4) 2 ( 4)( 1)

6 6 6( 1) 2 3( 1)( 1)

x x x x x x
x x x x x x

x x x x

+ − = + − = + −

+ + = + + = + +

− = − = × − +

2

2 2 3

2 4 3 3 1 21) 2)
3 5 10 2 15 5
2 4 2 3 13) 4)

1 1 1 1 1 1

x x
x x x x x

x
x x x x x x

−
− ÷ −

+ − +

+ − + +
− + − − − +

با در نظر داشت کوچ‌کترین مضرب مشترك، ساده سازيد.
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فعاليت
  را ديگر نتوانيم ساده تر  یا اختصار كنيم، چه عملي انجام 

7
995

 
● وقتي كسري مانند

مي دهيم؟
● افاده هاي الجبري زير را تا آن‌جا كه ممكن است ساده كنيد:

 

2,
2

6)

2,
2

65)00,
3

2432)

23

2

2

3432

−≠
+

−−−

≠
−

+−
≠∧≠

−
+−

x
x

xxxc

x
x

xxbyx
xy

xyyxyma

● به عمليات زير توجه نموده توضيح دهيد که در حل پی در پی چهك اري انجام شده 
است؟ چرا؟

                                    

● در حل جز )a( چرا عملۀی تقسیم را از اولین رقم چپ یعنی عدد 9 شروعك رديم؟ 

فكرك نيد! عملۀی تقسیم در جز )b( را چرا از x3 آغاز نمودیم؟

تقسيم افاده‌های الجبري

 2 2 4

2

2 4 ?
2





xy x y
xy

توجه نمایید! اف��ادة مخرج به کدام 
افاده صورت ارتباط دارد؟ می‌توانید 

آن را ساده سازید.

 

1

14
15

28
29

1427
7995)

−
a  

0

63
63

84
114

342
26112)

2

2

223

23





x
x

xx
xx

xxxx
xxxxb

−−

−−

−−±±
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 مرتب کردن و نوشتن کی افادۀ  الجبری از بزرگ‌ترين به كوچك‌ترين توان را ترتيب 
نزولي پولينوم مي ناميم.

در تقسیم دو افادۀ الجبری مراحل زیر را انجام می‌دهيم:
1- پولينوم مقسوم و مقسوم عليه را به شكل نزولي ترتيب مي نماييم.

2- حد اول پولينوم مقسوم را بالاي حد اول پولينوم مقسوم عليه تقسيم کنیم، حاصل 
آن حد اول خارج قسمت مي باشد.

3- خارج قسمت حاصل شده را به هر حد مقسوم عليه ضرب  نموده و حاصل را از 
حدود مشابه مقسوم تفريق مي نماييم.

4- حد بعدي مقسوم را پايين نموده، پهلوي باقي مانده می‌گذاريم، بعداً حد اول افاده 
را بالاي حد اول مقسوم عليه تقسيم و حاصل آن را به همه حدود مقسوم عليه ضرب و 

حاصل آن را از افادة باقي ماندة مقسوم تفريق می‌نماييم.
5- سپس مراحل2 ،3  و 4  را تا وقتي ادامه مي دهيم كه حدود باقي مانده صفر و يا 

درجۀ آن به اندازۀ يک از درجة حدود مقسوم عليه كمتر گردد.

 		 6x تقسيم نماييد. − 3 را بالاي  23 23 30x x x− − + مثال 1 : افادة 

مراحل تقسيم
 3

2

23 3

5 5

xI x
x
xII x
x

xIII
x


− = 


− = 


− − = − 


 

0

30x5
30x5_

x18x3_

x23x3

5x3xx6x_
6x30x23x3x

2

2
2

223

23

±
+

−

−+

−+−−





 −+

 −+

 −+
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2 تقسيم كنيد.  4x x− − 5 را بالاي افادة  3 22 8 4x x x x− + − + مثال 2 : افادة 

ً‌ عملية تقسیم  حل: پولينوم مقسوم و مقسوم عليه را به شكل نزولي ترتيب نموده،‌ بعدا
									       را انجام مي دهيم.

بررسی  را  بالاى هم‌ديگر دو شرط  تقسیم دو عدد  یافتن صحت  برای  همان طور که 
می کردیم، برای یافتن صحت تقسیم دو افادۀ الجبری بالاى هم‌ديگر نیز دو شرط باید 

بررسی شود:
1- حاصل ض��رب خارج قس��مت و مقس��وم علیه جمع باقی‌مانده بايد ب��ا افادۀ الجبری 

مقسوم برابر باشد.
2- درجۀ باقی‌مانده از درجۀ مقسوم علیه کوچ‌کتر باشد.

طوری‌که در مثال 2  :
2 3 2

5 3 2

( 4)( 3 8) 12 36
2 8 4

− − + + + + + =

− + − +

x x x x x x
x x x x

2 3 2

5 3 2

( 4)( 3 8) 12 36
2 8 4

− − + + + + + =

− + − +

x x x x x x
x x x x=

			 

در نتیجه گفته می‌توانیم که درجۀ مقس��وم عليه نظر به x مس��اوی به 2 اس��ت و درجۀ 
باقی‌مانده مساوی به 1 است. پس نتیجۀ به‌دست آمده درست است.

مراحل تقسيم
 5

3
2

4
2

2

3

2

2

2 3
2
8 8

xI x
x
xII x
x

xIII x
x
xIV
x


− = 


− = 

− = 

− =


 5
3

2

4
2

2

3

2

2

2 3
2
8 8

xI x
x
xII x
x

xIII x
x
xIV
x


− = 


− = 

− = 

− =

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
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تمرين
- تقسيم نماييد. در پایان صحت تقسیم را بررسی کنید.

3 2 2

2

3 2

3 2

1) (2 4 2 6) ( 9 7)

2) (1 ) (1 )

3) (2 3 ) ( 3 1)

4) (2 5 1) ( 3)

− − − ÷ + +

− − ÷ −

+ − ÷ − −

+ − − ÷ +

t t t t t

x x x

y y y y y

x x x x

x+3 تقسيم كنيد.  2 را بالاي افادة 42 3 1+ − +x x x مثال 3 : افادة
حل: ابتدا افاده‌های مقسوم و مقسوم علیه را به شکل نزولی ترتیب می دهیم.
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فعاليت
● براي ساده كردن هر يك از افاده هاي زير چه عمليه‌هایی را بايد انجام دهيم. اين 

عمليه‌ها را به ترتيب شماره گذاري كنيد.

ترتيب انجام عمليات در 
افاده هاي الجبري

در فعاليت بالا ديديم كه ترتيب اجراي عمليه ها در افاده هاي الجبري از قانون ترتيب 
عمليات در اعداد پيروي می‌گرديد. براي ساده كردن يك افادة الجبري به ترتيب زير 

عمل ميك نيم:
1- توان را رفع مي نماييم.

2- در صورت موجوديت قوس، افادة الجبري را ساده ميك نيم.
3- به ترتيب از چپ به راست عمليه‌های ضرب و تقسيم را انجام مي دهيم.

4- به ترتيب از چپ به راست عمليه‌های جمع و تفريق را انجام مي دهيم.

n a
 

[ ]

4

2

2

3 2 5 (16 4)
4 5 2 3(2 3 ) 2
3 4 (2 )
2 3 2( 1)( 2) 6 2
x x x
x x x x

− × + ÷

× ÷ − + +

− +

− − + + + ÷ 26)}2)(1(2{32 ÷+++−− xxxx

هر گاه در افاده‌های الجبری علامات 
مقابل موجود باش��ند، ب��ه چه ترتیب 

افاده‌ها را ساده کرده می‌توانیم؟
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فعاليت

مثال 1 : افاده هاي زير را ساده سازيد.

● عبارت هاي زير را ساده سازيد:

و 1
2 3

1
−

−a b

مخرج در  شده، جذر  داده  کسر‌های  شناختن  یا  و  بردن  بین  از  برای   ●

  از کدام مطابقت می توان کمک گرفت؟

1
2 3

1
−

−a b
● با از بین بردن جذر در مخرج کسرها، آن ها را ساده کنید.

3

3 3

2

5)
8

) 8

) 3 49

a

b x y

c a a

عمل از بين بردن جذر در مخرج کی کسر به نام گويا كردن و يا ناطق ساختن کسر 
الجبري یاد می‌گردد.
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مثال: مخرج كسرهاي زير را ناطق سازيد.

3

2 21) 2)
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1 2 3

x a
a
a
−
− −

حل:
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افاده هاي زير را ساده سازيد.

تمرين

•برای س��اده س��اختن يک افادۀ الجبری ابت��دا به ترتیب قوس‌ه��ا و طاقت را رفع  	

می‌س��ازیم و بع��داً به ترتیب عملۀی تقس��یم، ضرب، جمع، و تفری��ق را از چپ به 
راست انجام می‌دهیم.

• است. 	x x عبارت از  عامل ناطق سازی 
• است. 	1−x x+1 عبارت از  عامل ناطق سازی 

• yx است.	 − yx عبارت از  + عامل ناطق سازی 
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● افادة  الجبري كه از يك حد تشكيل شده باشد، به نام مونوم یا کی حده ياد مي شود،‌ 
 xyx 2,5 23−  ، nax مانند: 

● افادة  الجبري كه از دو حد تش��كيل شده باشد، به نام  باينوم یا دو حده ياد مي شوند،‌ 
2ax b+ مانند: 

● افادة  الجبري كه از سه حد تشكيل شده باشند، به نام  ترينوم یا سه حده ياد مي شوند،‌ 
2ax bx c+ + مانند: 

● افادة  الجبري كه از يک يا چندين حد تش��كيل شده باشند و توان‌هاي حروف آن‌ها 

در ست اعداد مکمل شامل باشند، به نام  پولينوم ياد مي شوند.

. ...   ,,12 x 5 3 2ax bx cx x d+ + − − 22,12  و x− ‌ مانند: 
● بزرگ‌ترين توان نظر به يك متحول خاص به‌نام درجة پولینوم نظر به آن متحول ياد مي‌شود.

● ترتیب پولينوم كه از چپ به راست از بزرگ‌ترين توان به طرف كوچك‌ترين توان 
ترتيب شده باشد، به‌نام ترتيب نزولي ياد مي شود.

● مجموعه و تفاضل مکعبات:
3 3 2 2( )( )a b a b a ab b+ = + − +
3 3 2 2( )( )a b a b a ab b− = − + +

الجبري كه بزرگ‌ترين توان را دارد. در  افاده‌های  حاصل ضرب عوامل مشترك   ●

 L.C.Mعوامل غير مشترك افاده هاي الجبري به‌نام كوچك‌ترين مضرب مشترك يا
ياد مي شود.

( موجود باشد،‌  na , و  , ,÷ × − + ● هرگاه در يك افادة  الجبري قوس ها و عمليه هاي )

جهت ساده ساختن افاده‌ها ابتدا قوس‌ها را به ترتيب از كوچك به بزرگ رفع و بعداً 
عملية توان را رفع نموده و به ترتيب عمليه هاي تقسيم، ضرب از چپ به راست، جمع 

و تفريق  از چپ به راست را انجام مي دهيم.
x است. x عبارت از  ● عامل ناطق سازي 

1x است. − 1x عبارت از  + ● عامل ناطق سازي 

x است. y− x عبارت از  y+ ● عامل ناطق سازي 

نكات مهم فصل پنجم
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● در س��ؤالات زير براي هر س��وال چهار جواب داده ش��ده اس��ت، جواب صحيح را 

انتخاب كنيد.
  عامل مشترك:

xx
2
12 2 −

 
1- در افادة

d( ندارد 		 x2 است  )c   		 x است  )b   	2 است )a

) عبارت است از: 2)( 3)x x− + 2- حاصل ضرب افاده‌های

  2 5 6x x− −  )b 		  2 5 6x x+ +  )a
2 6x x− +  )d 	 		 2 6x x+ −  )c 

2 عبارت است از:

1 3
2 2 1x x

+
+ −

3- كوچك‌ترين مضرب مشترك افادة 

 ( 1)( 1)x x+ −  )b 		   2( 1)( 1)x x+ − )a

		  d( هيچك‌دام.  2(2 2)( 1)x x+ −  )c 

 عبارت است از:
3 2

2

2 4 2 16 8
2 8

x x x x
x

− + + −
−

4- حاصل تقسيم 

2

2( 2 1)(2 )
2 8

xx x
x
−

− + +
−

 )b 	     		   2 1x− + )a

			  d( هيچك‌دام.  c( الف و ب 

a عبارت است از: b− 5- عامل ناطق سازي افادة 

b  )b   				   a )a

a b−  )d   			  a b+ )c

تمرينات فصل پنجم
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● جاهاي خالي را با كلمات و جملات مناسب پر كنيد.

3 يك افادة.............. درجه...................است. 22 4 3 1− + −x x x 1- افادة الجبري

2 به دو فکتور خطی عبارت از.....................  7 12x x+ + افادة الجبري  2- تجزية 

است.
 عبارت از......................... است.

2 1
1

x
x
−
+

3- حاصل تقسيم 

2 عبارت از........................ است. 2( 1)( 1)x x x x+ − − − 4- حاصل ضرب 

 3 3a b+ = ).............()..............................( -5

● كدام يك از جملات زير صحيح و كدام آن غلط است، در مقابل صحيح علامة 

)ص( و در مقابل غلط علامة )غ( بگذاريد.
1-)        ( افادة  الجبري كه از چندين حد تشكيل شده باشند و توان‌های متحولين شان 

در ست اعداد مکمل شامل باشند، به نام پولينوم ياد مي گردند.
2 است. 22 ( )( )x ax a x a x a+ + = + + 2 به صورت  22 ( )( )x ax a x a x a+ + = + 2-)        ( تجزية افادة +

 3 442x y از  عبارت   3 2 2 314 , 21x y x y مشترك  (کوچ‌کترین مضرب      (  -3

است.
 3 3 2 2( )( )a b a b a ab b− = + + + )        (-4

 3 3 2 2( )( )a b a b a ab b+ = + − + )        (-5ACKU



150

● سؤالات زير را حل كنيد.

1- تجزيه نماييد.

2- ساده سازيد.

3- تقسيم نماييد.

2 2 2 2

2 8 6 6 8

2 2 2 2

) 2 ) 2
) 21 14 28 ) 72 96

1 1) ) 1 2 ( )
2 16

a y y b a b bc c
c a ab a d m n m n

e a x ax f ab a b

− − − + −

− + −

+ + + − +

8

2

3 3

2 2 2 2

1 1

1 1 1)
2 2 2

( ))

)

x xa
x x x
x h xb

h
a b b ac
ab ba

− −

− −

− +
− +

− − −
+ −

−
−

 
4

1
2 −x

2

4 4

3 2

3

2 2

12 4 20)
40 5

)

1) 2 4 ( )
2

) ( 5 6) ( 2)
) 3 2 5 64 5

− +
−

−
−

− − ÷ −

− + ÷ −

− − + ÷ −

a aa
a

a bb
a b

c x x x

d x x x
e x x x x

2

4 4

3 2

3

2 2

12 4 20)
40 5

)

1) 2 4 ( )
2

) ( 5 6) ( 2)
) 3 2 5 64 5

− +
−

−
−

− − ÷ −

− + ÷ −

− − + ÷ −

a aa
a

a bb
a b

c x x x

d x x x
e x x x x )5()645() 2 +−÷+− xxxe

 
)

2
1()43() 23 −÷−− xxxc
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فعاليت

فعاليت

فعاليت

ترازو در كدام حالت قرار دارد، چرا؟

نـامسـاوات
Inequality 

در زنده‌گي روزانه عموماً نيازمند به مقايس��ة كميت هاي نامس��اوي هس��تيم. مثلًا براي 
درجه بندي ش��اگردان يك صنف مجموعة نمرات آن ها كه از زياد به كم درجه بندي 
مي شود، آيا شما مي توانيد نمونه هاي ديگري از زنده‌گي روزانه مثال دهيد، كه در آن 

اعداد غيرمساوات با هم مقايسه شده باشند.
≤ با هم ارتباط داش��ته باش��ند، به‌نام  , و  ,> ≤ < هر گاه اعداد توس��ط يكی از علايم 

 45,23... ><− نامساوات ياد مي شوند؛ مانند: 

2 را بالاي محور اعداد زير تعيين كنيد. 3, 4, 2 , ,3
3 2

−
− اعداد 

10
● با استفاده از علامت مناسب، اعداد فوق را به ترتيب از كوچك به بزرگ بنويسيد.

● چ��ه رابطهی‌ی بين ترتيب اعداد و محل ق��رار گرفتن آن‌ها روي محور اعداد ملاحظه 

می‌گردد.
مشاهدات فعاليت فوق را می‌توان طور زير خلاصه كرد:

بالاي محور اعداد، عددي كه به طرف راس��ت عدد ديگ��ری قرار دارد،‌ بزرگ‌تر  از 
عددي است كه طرف چپ آن قرار دارد.

c س��ه عدد حقيقي باش��ند، مي‌توانيم بنويس��يم كه:      b, و  a در حال��ت كل��ي هر گاه
,< < ⇒ <a b b c a c

ACKU
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فعاليت

فعاليت

تمرين

● دو عدد نا مس��اوي را انتخاب کنید. رابطه بين آن‌ها را با استفاده از علامت بزرگ‌تر 

يا كوچك‌تر نشان دهيد.
● به هر دو طرف نامساوات فوق عدد 5 را جمع كنيد، آيا در جهت نامساوات تغييري 

به ميان مي آيد؟
● از هر دو طرف نامس��اوات عدد 3  را تفريق كنيد، آيا در جهت نامساوات تغييري به 

ميان مي آيد؟ 
در حالت كلي نتيجة فعاليت فوق را طور زير می‌توان بيان كرد:

+ < +
− < −

a c b c
a c b c

a> باشد پس:               b c اگر b, و a براي همه اعداد حقيقي

● دو عدد نامس��اوی را انتخاب نموده و رابطه بين آن‌ها را با  استفاده از علامة نامساوی 

)<( نشان دهيد.
● هر دو طرف نامساوات فوق را در عدد 4 ضرب كنيد، آيا در جهت علامة نامساوات 

تغييري به وجود مي آيد؟
−4 ضرب كنيد، آيا در جهت نامس��اوي  ● هر دو طرف نامس��اوات ف��وق را در عدد 

تغييري به ميان مي آيد؟
4 اگر در هر دو طرف نا مساوي، اعداد را معكوس نماییم، آيا در  7< ● در نامساوات 

جهت علامة نامساوات تغييري به وجود مي آيد؟
در حالت كلي مشاهدات فعاليت فوق را مي توان طور زير بيان كرد:

c داريم كه اگر: b, و a براي همه اعداد حقيقي

به ياد داش��ته باش��يد كه عملية تقس��يم عكس عملية ضرب اس��ت، يعني اگر بخواهيم 
1 ضرب كنيم، بناءً 

a
a تقس��يم كنيم مثل آن است كه آن عدد را در  عددي را بر عدد 

همه خواص ضرب نامساوات‌ها براي عملية تقسيم نيز قابل تطبيق است.

با جمع، تفريق، ضرب و تقس��يم كردن يك عدد مثب��ت دل‌خواه و کی عدد منفی به 
3 خواص نامساوات را تحقيق كنيد. 9− < اطراف نامساوات 

0
0
1 10

< < ⇒ <
< < ⇒ >

< < ⇒ <

a b c ac bc
a b c ac bc

a b
b a

0
0
1 10

< < ⇒ <
< < ⇒ >

< < ⇒ <

a b c ac bc
a b c ac bc

a b
b a

،
،

c > 0 ACKU
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فعاليت

x≥4 را    و 4=x دو جملۀ الجبري
در نظر بگيريد.

چه ش��باهت و چه فرق��ي بين اين دو 
عبارت مي بينيد؟

حل نامساوات خطي

3 صدق مي كند؟ 7+ =x x معادلة  ● براي كدام قيمت عددي 
x   قيمت ديگري وجود دارد كه در معادله  ● آيا به غير از قيمت عددي دريافت ش��دة 

صدق كند؟
3 صدق مي كند؟ 7+ <x x نامساوات  ● براي كدام قيمت عددي 

x   قيمت ديگري وجود دارد كه به نامساوات  ● آيا غير از قيمت عددي دريافت ش��دة 

فوق صدق كند؟
x نامساوي فوق صحيح است؟ ● براي چند قيمت عددي 

از فعاليت فوق مشاهده مي شود كه نامس��اوات ها برخلاف مساوات ها داراي حل هاي 
زيادي اند.

≤, با هم‌ديگر مرتبط شده باشند  ≤ افاده‌های  الجبري كه توسط يكي از علايم >، < ،
و در آن متحول داراي توان يك باش��د، به‌نام نامس��اوات يك مجهولة درجه يك و يا 

نامساوات خطي ياد مي شود. 
نامساوات هاي زير نمونه هایي از نامساوات هاي درجه يك یا خطی مي باشند.

40

40

13 0 , 2 3
3

6 7 5 , 2 12
5

+ < − > −

+ ≤ + ≥

x x x

xx
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x كه در نامس��اوات صدق كند،  در حال��ت كل��ي براي پيدا كردن قيمت ه��اي عددی 
نامس��اوات را با استفاده از خواص نامس��اوات طوري تغيير مي دهيم كه در يك طرف 

نامساوات مجهول و در طرف ديگر آن يك عدد قرار گيرد.
هدف از حل نامساوات اين است كه براي متحول آن ساحه، قيمت هايي را دريابيم كه 
در آن ساحة نامساوات حقيقت داشته باشد كه اين ساحه را به نام ساحة حل نامساوات 

ياد مي‌كنند.
4 را حل كنيد و س��احۀ حل نامساوات را روی محور  7+ ≥ −x مثال 1 : نامس��اوي

اعداد نشان دهید.
حل: با اضافه کردن عدد  4- به اطراف نامساوات داریم:

2 را حل كنيد. 1 5+ >x مثال 2 : نامساوات 

حل: با اس��تفاده از خواص نامساوات ها مي توانيم معلوم را در يك طرف و مجهول را 
به طرف ديگر نامساوات به شكل زير انتقال دهيم:

2 1 5+ >x
از اطراف نامساوات، عدد1 را تفريق مي كنيم: 

2 1 1 5 1+ − > −x
42 >x

1 ضرب مي كنيم:  1(2 ) 4
2 2
× > ×xاطراف نامساوات زیر را به 2 تقسيم یا در

1 1(2 ) 4
2 2
× > ×x

2>x
يعن��ي براي تمام قيمت هاي بزرگ‌تر از 2 نامس��اوات فوق صدق مي كند. اين س��احۀ 

اعداد را روي محور اعداد طور زير نشان داده مي توانيم.

1 2 x > 20–1

x  ≥  –11 0–11

4 4 7 4
11

+ − ≥ − −
≥ −

x
x

1 2 x > 20–1

x  ≥  –11 0–11
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س�وال: فکر میک نید که چرا در مثال1، روی محور اعداد، عدد 11- با )●(مشخص 
( مشخص شده است؟ شده، ولی در مثال 2 ، روی محور اعداد عدد 2  با )

به علامت نامس��اوات که برای مش��خص کردن ساحۀ حل نامس��اوات در این دو مثال 
بهک ار رفته، توجه کنید.

+ < +ax b cx d در حالت كلي عبارت الجبري       
x متحول باش��د، يك نامساوات درجه يك يا  d اعداد حقيقي و , و ,c b a كه در آن

خطي ناميده مي‌شود.
براي حل غیر تساوی ها نكات زير را در نظر می‌گيريم:

● معلوم را به يك طرف و مجهول را به طرف ديگر نا مساوات با در نظر داشت خواص 
نامساوات ها انتقال مي دهيم.

● اعداد معلوم را بين خود و حدود مجهول را بين خود جمع الجبري مي كنيم.
● جهت يافتن قيمت هاي عددي متحول اطراف نامس��اوات را با در نظر داشت خواص 

نامساوات بر ضريب متحول تقسيم مي كنيم.

3 را حل کنید.  1 5+ < −x x مثال 3  :  نامساوات 
حل:

مثال 4  :  نامساوات زیر را حل کنید. 
5 3 1
3 1 5

2 6
2 6
2 2

3

+ < −
− < − −

− < −
− −

>
− −

>

x x
x x

x
x

x

3 5 1
2 6

6
2
3

− < − −
< −

< −

< −

x x
x

x

x

1 2 30–1

1 2 3 40–1

1 2 3 40–1

x  <  –3 0–3

x   3
0 3

ba

ba

ba

ba

1 2 3 40–1

40

0 4

x  >  30 3
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تمرين
1- حل نامساوات هاي زير را به دست آورده، ساحة حل آن  را بالاي محور اعداد نشان 

دهيد.

2- در تقسیم 1325 بر 25  باید بزرگ‌ترین عددی را پیدا کنیم که اگر در 25 ضرب 
ش��ود از 1325 کوچ‌کتر یا مساوی به آن شود. این عبارت را با کی نامساوات نشان 

دهید و خارج قسمت را پیدا کنید.

3- به ش��ما گفته می‌ش��ود که برای انجام کی فعالیت حداکثر 5 روز زمان دارید. این 
عبارت را با کی نامساوات نشان دهید.

1) 4 8
2)8 5
3)5 2 1
4) 3 4 7

3 25) 1
2 3

6) 0.5 3 1
7)2 1 2
8)2 5 7 0
9)5 6 0

≥
+ <
+ < −
− − > +

− > −

− < −
− ≤
− − >
+ >

x
x
x x
x x

x x

x x
x

x x
x

1) 4 8
2)8 5
3)5 2 1
4) 3 4 7

3 25) 1
2 3

6) 0.5 3 1
7)2 1 2
8)2 5 7 0
9)5 6 0

≥
+ <
+ < −
− − > +

− > −

− < −
− ≤
− − >
+ >

x
x
x x
x x

x x

x x
x

x x
x

 2x2)7 ≤−

 

)
)
)
)

)
)
)
)
)

i
h
g
f
e
d
c
b
a
 )b
 )c

 )d

 )e

 )f

 )g

 )h
 )i
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در حل يك نامس��اوات اع��داد زيادي 
را مي توان به دس��ت آورد كه حل آن 
نامس��اوات باش��ند. همة اين‌گونه اعداد 
حقيقي را در يك س��ت در نظر گرفته،  
آن را ست حل‌های نامساوات مي ناميم.

فاصله ها ) انتروال ها(

3 است. زيرا هر عدد بزرگ‌تر از 3  2 7− >x x<3 س��ت حل نامساوات  طور مثال 
3 صدق مي كند. اين ست حل‌ها را به زبان رياضي طور زير  2 7− >x در نامس��اوات 

{ : 3}∈ >x IR x نشان مي دهيم:                      
x بزرگ‌تر از 3 باشد. ‌xهای شامل اعداد حقيقي طوري كه  و می‌خوانيم که: 

اين ست اعداد را هم‌چنين روي خط اعداد طور زير نشان می‌دهيم:

مش��اهده مي شود كه اين مجموعة اعداد در کی قسمت از محور اعداد شامل مي‌شود 
كه در رياضي آن را به نام فاصله )انتروال( معرفي مي‌كنيم.

در محور اعداد زير فاصلة مشخص شده شامل اعدادي است كه بزرگ‌تر يا مساوي از 
4 است. −1 و كوچك‌تر يا مساوي از 

} نشان مي دهيم.  : 1 4}∈ − ≤ ≤x IR x ] يا مجموعة  1,4]− اين فاصله را به ش��كل 
4 در فاصله شامل هستند. در حالتي كه نقاط انتهايي خود  −1 و  دقت كنيد كه اعداد 

شامل فاصله باشند، فاصله را فاصلة بسته می‌گويند.
4 را در بر نداش��ته باش��د، آن را به نام فاصلة باز ياد مي كنيم و  −1 و  اگر فاصلة نقاط 

طور زير آن را نمايش مي دهيم:

1 2 30–1

1 2 3 40–1

1 2 3 40–1

x  <  –3 0–3

x   3
0 3

1 2 30–1

1 2 3 40–1

1 2 3 40–1

x  <  –3 0–3

x   3
0 3

1 2 30–1

1 2 3 40–1

1 2 3 40–1

x  <  –3 0–3

x   3
0 3

( 1,4) { : 1 4}− = ∈ − < <x IR x

40

4 { x    x }IR :
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4 را در بر داشته باشد، آن را به نام فاصلة  اگر فاصلۀ فوق تنها يكي از نقاط انتهايي مثلًا 
نيمه باز )نيمه بسته( مي خوانيم و آن را طور زير نمايش مي دهيم:

b كه در آن a>b باشد داريم:  a و در حالت كلي براي هر دو عدد حقيقي
ba

ba

ba

ba

1 2 3 40–1

40

0 4

x  >  30 3

( 1,4] { : 1 4}− = ∈ − < ≤x IR x

[ , ] { : }= ∈ ≤ ≤a b x IR a x b ba

ba

ba

ba

1 2 3 40–1

40

0 4

x  >  30 3

      b a و  فاصلة بستۀ 
( , ) { : }= ∈ < <a b x IR a x b

ba

ba

ba

ba

1 2 3 40–1

40

0 4

x  >  30 3

        	b a و  فاصلة باز 
( , ] { : }= ∈ < ≤a b x IR a x b

ba

ba

ba

ba

1 2 3 40–1

40

0 4

x  >  30 3

  b a و  فاصلة نيمه باز 
[ , ) { : }= ∈ ≤ <a b x IR a x b

ba

ba

ba

ba

1 2 3 40–1

40

0 4

x  >  30 3

b a و  فاصلة نيمه بسته 

ba

ba

ba

ba

1 2 3 40–1

40

0 4

x  >  30 3

{ : 4 } [4, )∈ ≤ = ∞x IR x

تمرين

1) [5,7] 2) (9, 3) 3) [ 2,8) 4) (6,1] 5) [2, )− − ∞

1) { :2 6} 2) { : 3 5}
3) { :0 4}

= ∈ < < = ∈ − ≤ ≤
= ∈ ≤ <

A x IR x B x IR x
C x IR x

توج��ه كنيد كه روي محور اعداد مي‌توانيم فاصله های��ی را در نظر بگيريم كه از يك 
∞ كه آن را بي نهايت  طرف محدود نباشد. در اين حالت فاصله را با استفاده از علامت 
4 را به صورت زير  مي خوانيم، نمايش مي دهيم. مثلًا ست اعداد بزرگ‌تر يا مساوي به 

نشان می‌دهيم:

4 عبارت اند از: و اعداد كوچك‌تر از 

a يك عدد حقيقي باشد داريم: در حالت كلي اگر
( , ) { : }∞ = ∈ <a x IR a x                      a اعداد حقيقي بزرگ‌تر از 
[ , ) { : }∞ = ∈ ≤a x IR a x         a اعداد حقيقي بزرگ‌تر يا مساوي از
( , ) { : }−∞ = ∈ <a x IR x a                  a اعداد حقيقي كوچك‌تر از
( , ] { : }−∞ = ∈ ≤a x IR x a    a اعداد حقيقي كوچك‌تريا مساوي از

1- انتروال هاي زير را به شكل ست بنويسید و به روي خط اعداد نشان دهيد.

2- ست هاي زير را به شكل انتروال بنويسيد:
 

ba

ba

ba

ba

1 2 3 40–1

40

0 4

x  >  30 3

 )4,(}x4:IRx{ −∞=>∈
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در شكل مقابل براي كدام قيمت هاي
x و  =1 بالاي محور  −y x x خط 
x خط پايين  براي ك��دام قيمت هاي 

x است؟ محور 

تعيين اش�اره )علامه( بينوم 
درجه اول

2 چند حده است؟ 4−x ● افادة الجبري 
● اين افاده به كدام قيمت متحول x صفر است؟

● اين افاده به كدام قيمت‌های متحول x مثبت است؟
● اين افاده به كدام قيمت‌های متحول x منفي است؟

x
y =

 x 
– 1

y

x 2x < 2 x > 2
2x – 4 – +0

ارای��ۀ رياضيکی مطالب ف��وق را به طور خلاصه در کی جدول به صورت زير نش��ان 
می‌دهند:

2 مس��اوي صفر بوده،  2 در عدد  4−x در اين جدول به مش��اهده می‌رس��د كه بينوم 
2 بينوم داراي اشارة منفي در حالیک‌ه برای  قيمت‌هاي  برای قيمت‌هاي كوچك‌تر از 

2 بينوم داراي اشارة مثبت است. بزرگ‌تر از 
را تعيين نماييد.

 
 
3

2
1)( +−= xxP

 
مثال  : اشارة بينوم

حل: اول قيمتی را كه بينوم در برابر آن صفر مي گردد، تعيين مي كنيم:
1 13 0 3 6
2 2

−
− + = ⇒ = − ⇒ =x x x

x
y =

 x –
 1

y
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سپس قيمت هایي را كه بينوم در برابر آن‌ها مثبت مي شود به دست مي‌آوريم:
1 13 0 3 6
2 2

−
− + > ⇒ > − ⇒ <x x x

به همين ترتيب قيمت هایي كه در برابر آن بينوم منفي مي شود عبارت اند از:
1 13 0 3 6
2 2

−
− + < ⇒ < − ⇒ >x x x

نتايج به دست آمده را در جدول زير خلاصه مي كنيم:

12 به  , 7, 3 , 1= = = = −x x x x را براي قيمت هاي 
 

1 3
2

− +x س�وال: اشارۀ بينوم 
دست آورده و در گراف آن را شرح دهيد. درستی جواب را با جدول بالا مقایسه کنید.

baxy  اول قيمتی را كه بينوم در آن مساوي  += در حالت كلي براي تعيين اشارۀ 
به صفر مي گردد، به‌دس��ت مي آوريم و جدول تعيين اش��ارۀ آن را طور زير تش��كيل 

a<0  باشد داريم که: می‌دهيم؛ اگر

x

3

6

y

x x < – —b
a – —ba – — < xb

a
ax + b 0

x
1
2

6x < 6 x > 6
– —x + 3 0 –+ 3

1
2




P(x)        x

a>0  باشد داريم که: اگر 

اشارۀ افاده هاي الجبري زير را تعيين كنيد.
31) 3 9 2) 7 2 3) 1
4
14) 0.5 10 5) 2 4 1 6) 3
2

− − −

+ − + − +

x x x

x x x x

 
2(0:
1(0:

<
>

a
a

 
2(0:
1(0:

<
>

a
a

x

3

6

y

x x < – —b
a – —ba – — < xb

a
ax + b 0

x
1
2

6x < 6 x > 6
– —x + 3 0 –+ 3

1
2




P(x)        x

-+  

x

3

6

y

x x < – —b
a – —ba – — < xb

a
ax + b 0

x
1
2

6x < 6 x > 6
– —x + 3 0 –+ 3

1
2




P(x)        x

+-
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 b
a برای اعداد حقیقی a و b کس��ر 

چ��ه وقت دارای علام��ة مثبت و چه 
وقت دارای علامۀ منفی است؟

تحلیل تعيين اشارۀ افادة كسري

  در چه حالتي منفي مي‌شود؟
22
53)(P

−
+

=
x
xx ● افادة كسري 

، افادة كسري صفر است؟ x ● به كدام قيمت 
x ، قیمت 1 را قرار داد؟ چرا؟ ● آیا می توان در افادة  فوق به جای 

● با تعيين اش��ارة افاده هاي صورت و مخرج مي توانيم علامت افادة كس��ري فوق را از 
حاصل تقسيم اشاره هاي صورت و مخرج به دست آريم:

53 5 0
3
−

+ = ⇒ =x x

 علامت بينوم 
3
5−

>x 5 علامۀ بينوم صورت منفي  و براي 
3
−

<x مي دانيم که براي 
صورت مثبت است.

2 را صفر مي س��ازد،  به دس��ت  2−x براي تعيين اش��ارۀ مخرج كس��ر ابتدا قيمتي كه 
2 2 0 1− = ⇒ =x x 		 مي آريم.

x<1 علامت بينوم مخرج  x>1 علامت بينوم مخرج منف��ي و براي  در نتيج��ه براي 
مثبت است.

= +—?
?

= –—?
?
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در اين‌جا بايد توجه داش��ته باش��يم كه افادة كسري که در آن قيمت مخرج کسر صفر 
مي شود تعريف  نشده است.

بحث فوق را در جدول تحلیل و تعيين علامت به شكل زير خلاصه مي كنيم.

3 مثبت است و براي  5
2 2

+
−

x
x

x<1 اشارة افادة كسري  5 و 
3
−

<x بناءً براي قيمت هاي 
3 منفي است. 5

2 2
+
−

x
x

5 اشارة افادة كسري  1
3
−

< <x قيمت‌هاي 
5 افادة كسري صفر است.

3
−

=x براي 
x=1 افادة كسري تعريف نشده است. براي 

در حالت كلي براي تعيين اش��ارۀ يك افادة كسري ابتدا اشارۀ صورت و اشارۀ مخرج 
افادة كس��ري را تعيين مي‌كنيم، س��پس از حاصل تقسيم اش��اره هاي صورت و مخرج 

اشارۀ افادة كسري را به دست مي آوريم.

  را در کی جدول تعیین و تحلیل كنيد.
x

xx 3)(P +−
= مثال: تغییر علامۀ افادة كسري

3 0 3
0

− + = ⇒ =
=
x x

x
           		 حل: 	                            

x < – —5
3 – — < x < 15

3 – —53 1 1 < xx

3x + 5

2x – 2

– + +
– – +

+ – +3x + 5
2x – 2

تعريف نشده

0

0

0

30x

–x + 3

x

+ + –
– + +

– + ––x + 3
x

تعريف نشده

0

0

0

x < – —5
3 – — < x < 15

3 – —53 1 1 < xx

3x + 5

2x – 2

– + +
– – +

+ – +3x + 5
2x – 2

تعريف نشده

0

0

0

30x

–x + 3

x

+ + –
– + +

– + ––x + 3
x

تعريف نشده

0

0

0

اشارة افاده هاي كسري زير را تعيين كنيد.
 
7
21)

1
)

5
1) +

++
+−

x
c

x
xb

x
xa
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x افادة كسري  براي كدام قيمت هاي 
مقابل مثبت و ب��راي كدام قيمت هاي 

، افادة کسری مقابل منفي است؟ x

نامساوی هاي كسري

2 را در نظر بگيريد. 0
4 2
−

>
+

x
x

نامساوات كسري 

● براي بر قراري نامسای فوق صورت و مخرج افادة كسري چه علامتي بايد داشته باشد؟
، صورت افادة كسري فوق مثبت است؟ x ● براي كدام قيمت‌های متحول 

، مخرج افادة كسري فوق مثبت است؟ x ● براي كدام قيمت‌های متحول
، صورت افادة كسري فوق منفي است؟ x ● براي كدام قيمت‌های متحول 

، مخرج افادة كسري فوق منفي است؟ x ● براي كدام قيمت‌های متحول
x نامساوی ● با توجه به نتايج به دست آمده از فعاليت فوق براي كدام قيمت‌های متحول

2 صحت است؟ 0
4 2
−

>
+

x
x

2 حالت‌هاي  0
4 2
−

>
+

x
x

در انجام فعاليت فوق مش��اهده گرديد كه براي حل نامساوی 
مختلفي را بايد در نظر گرفت. يكي ديگر از راه هاي به دس��ت آوردن س��ت حل هاي 
نامس��اوی كسري، تش��كيل جدول تعيين علامت اس��ت. به طور مثال براي يافتن ست 

2 طور زير عمل مي كنيم: 0
4 2
−

>
+

x
x

حل هاي نامساوی 
2 0 2

4 2 0 2
− = ⇒ =
+ = ⇒ = −

x x
x x

?

1


xy
x

y > 0
y < 0
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2–2x
x – 2

4 + 2x
– – +
– + +
+ – +x – 2

4 + 2x
تعريف نشده

حل نامساواتحل نامساوات

0
0

0

) و  2)< −x ب��ا توجه به جدول تحلیل و تعيين اش��اره ها ديده مي ش��ود كه ب��راي قيمت هاي 
) افادة كسري مثبت و براي قيمت هاي بزرگ‌تر از 2- و كوچك‌تر از 2 ،  2)>x قيمت هاي 
2 عبارتند از:                                       0

4 2
−

>
+

x
x

) منفي است، در نتيجه ست حل‌های نامساوی   2 2)− < <x
                   

را حل كنيد. 2 1
5 3

≥
+
x

x
مثال: نامساوات كسري 

حل: جهت به دس��ت آوردن س��ت حل 
نامس��اوات كس��ري ابتدا آن را به صورت 
يك افادة كس��ري كوچك‌تر يا بزرگ‌تر 

از صفر به این گونۀ تغییر شکل می‌دهیم:

حال با تشكيل جدول تحلیل و تعيين، علامت حل نا مساوی را به دست مي آوريم:
–1x

–3x – 3
5x + 3

+ – –
– – +
– + ––3x – 3

5x + 3
تعريف نشده

حل نامساوات

0
0

0

 – —35

بناءً با توجه به جدول فوق ست حل‌های نامساوات عبارت است از:

در حالت كلي براي دریافت حل نامساوی هاي كسري طور زير عمل می‌نماييم:
- اول نامساوی را طوري مي نويسيم كه كوچك‌تر يا بزرگ‌تر از صفر باشد.

- با استفاده از جدول تحلیل و تعيين اشاره ست حل‌های نامساوی را به دست می آوریم.

3{ : 1 }
5
−

∈ − ≤ <x IR x

ست حل نامساوی هاي زير را به دست آريد.
9 6 7 10 7 21) 0 2) 0 3) 0 4) 3

2 4 7 6 2 3 3 2
x x x x
x x x x

− − + + −
< ≤ ≥ <

+ − − −

 
),2()2,(

}2x:IRx{}2x:IRx{
∞−−∞

>∈−<∈


  2x2وx                        یا                  یا<>−

3>

3 3 0 1
35 3 0

5

x x

x x

− − = ⇒ = −
−

+ = ⇒ =

2 21 1 0
5 3 5 3
2 (5 3) 3 30 0

5 3 5 3

x x
x x
x x x

x x

≥ ⇒ − ≥
+ +
− + − −

≥ ⇒ ≥
+ +
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خط مس��تقيم x-y =2، مس��توي كميات 
وضعيه را به دو ناحية بالا وپايین تقس��يم 

مي كند.
مختصات نقاط كدام ناحيه در نامساوی    

x-y > 2 صدق مي كند؟

نامساوات خطی دو متحوله

y با درج��ۀ کی وجود دارند کی  x و  −2 که در آن دو متحول  <x y نامس��اوی 
نامساوی خطی دو متحوله خوانده می‌شود.

−2 صدق کند. <x y ) را طوری به دست آرید که در نامساوی  , )x y ● جورۀ مرتب 

● آیا می توانید جورۀ دیگری به دست آرید که در نامساوی فوق صدق کند؟

● چه تعداد جوره های مرتب وجود دارند که برای آن‌ها نامساوی فوق صدق ميک ند.

در حالت های فوق می گوییم که:
0b کی  ≠ 0a یا ≠ c اع��داد حقیقی و b, و a ax که در آن by c+ < نامس��اوی

نامساوی خطی دو متحوله نامیده می‌شود.
ست حل این نامساوات جوره های مرتب اعدادي اند که در نامساوی صدق میک نند.

−2 را تعیین کنید. <x y مثال 1  : ست حل نامساوی خطی دو متحوله 
 2− =x y حل: برای حل این نامس��اوی ابتدا خط 
را در مس��توي کمیات وضعیه رسم نمایید و ببینید که 
−2 مس��توی کمی��ات وضعیه  =x y خط مس��تقیم 
را ب��ه دو ناحیه تقس��یم میک ند. جه��ت اینک‌ه بدانیم 
جوره های مرتب کدام ناحیه در نامساوی فوق صدق 
میک ند از ه��ر ناحیه کی جورة مرتب انتخاب نموده 

در نامساوات قرار می دهیم.  
(0,0) در  به طور مثال دیده می‌شود که جورۀ مرتب 

نامساوی صدق میک ند.

x

y –
 x 

= 2
y

x
x –

 y 
= 2

2

(2 , –2)

(0 , 0)

–2

y

x
x –

 y 
= 2

2

(2 , –2)

(0 , 0)

–2

y
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0 0 2 0 2− < ⇒ <
,2) در نامساوی صدق نمیک ند: 2)− ولی جورۀ مرتب 

2 ( 2) 2− − </
بنابراین نقاطي که بالاي خط مستقیم قرار دارند، حل‌های نامساوی نیستند.

برای نمایش ست حل، آن طرف خط مستقيم را كه در نامساوي صدق نمي كند مخطط 
میک نیم.

سوال: چند نقطۀ دیگري بالا و پایین خط مستقیم انتخاب کرده و نتیجۀ فوق را تحقیق 
کنید.

2 را به دست آرید. 3 6+ <x y مثال 2  : ست حل‌های نامساوی 
2 را در  3 6+ =x y حل: ابتدا خط مستقیم 
مس��توی کمیات وضعیه رسم میک نیم. سپس 
س��احۀ حل را با وضع ک��ردن مختصات کی 
نقط��ۀ نیمه بالا يا يك نقط��ة پایین خط تعیین 
میک نی��م. اگر نقطهی‌��ی‌ از نیم��ۀ متذكره در 
نامساوات حقيقت داش��ت، همان طرف خط 

حل نامساوی است و بالعكس آن نيست.
(0,0) یعنی مبدأ کمیات  مثلًا: جورۀ مرتب 

وضعیه را در نظر می گیریم:
2 3 6+ <x y                		      	

		    
چون مختصات نقطۀ متذکره در نامساوات صدق میک‌ند بناءً نقاطی که در قسمت پایین 

خط قرار دارند ست حل نامساوات است.

x

2x + 3y = 6

y

2

3

2 (0) 3 (0) 6
0 6

× + × <
<

ست حل‌های نامساوی هاي زير را به دست آريد.
1) 3 2 5 2) 2 3 3) 0
4) 2 6 8 4 5) 0 6) 5 3 1

x x y y x x y
x y x y x y x y
− < + < + >
− ≥ + + < − < −

ACKU



169

آي��ا مي توانيد حدس بزنيد كه ش��كل 
مقابل، ساحة حل‌های كدام نامساوی ها 

را نشان مي دهد؟

که در آن دو نامساوی خطی دو متحوله وجود دارد،  2
1 2

+ <
 − >

x y
y x

سیستم نامساوی	

کی سیستم نامساوی گفته می‌شود.
منظور از حل سیس��تم نامساوی يافتن آن جوره هاي مرتب است که هم‌زمان در هر دو 

نامساوی صدق میک ند.
2 طور زیر عمل میک نیم:

1 2
+ <

 − >

x y
y x

به طور مثال برای حل سیستم 

ابتدا بعد از ترس��یم خطوط ست حل هر کی از نامساوی ها را در مستوی کمیات وضعیه 
به دست می آوریم.

 Setناحیهی‌ی که مشترکاً مخطط شده است، در
حل هم‌زمان نامساوات ها قرار دارد، اين ناحيه 

حل سیستم نامساوی است.  
0x  باش��د  = 2yx  اگر  =+ ب��رای ترس��یم 

2x  می‌گردد. = 0y  باشد  = 2y  و  اگر  =

0x  باش��د  = x21y  اگر  =− برای مس��تقیم 
   می‌گردد.

2
1x −

= 0y  باشد = 1y  و اگر  =

برای حل سیستم نا مساوی خطی دو متحوله، طور زیر عمل میک نیم:
ابتدا ست حل هر کی از نا مساوی های سیستم را در مستوی کمیات وضعیه تعیین میک نیم.

ناحیهی‌ی که هم‌زمان جزء ست حل هر دو نامساوی باشد، حل سیستم است.

سیستم نامساوی های خطی دو متحوله

x

y

y –
 1 

= 
2 x x + y = 2

2

2

1

1

x

y

x

y

1

1
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مثال: سیستم نامساوات زیر را حل نمایید:

حل: ابتدا هر کی از خطوط نامساوی های فوق را رسم میک‌نیم، یعنی خطوط:
   3 4 12+ = −y x 2         و             0 , 2 3 6− = − = −y y x           

  0x = 6x3y2  اگر −=− برای ترسیم
     02y =− 3y  و برای ترسیم −= باشد 

2y  می‌گردد، = 0x  باشد  =  اگر
   12x4y3 −=+ و برای ترسیم مستقیم

0x,4y بوده با استفاده ازقیمت‌های  =−=  
فوق، آن را طور مقابل رسم می‌نماییم.

سپس ساحة حل هر يك از نامساوی ها را جدا جدا تحلیل و تعيين مي نماييم.
س��ت حل سیستم نامس��اوی هاي داده شده در ش��کل، به صورت ناحيهی‌ی كه مخطط 

نيست ملاحظه شده می تواند.

x

y

y = 2

2y
 – 

3x
 =

 –6

3y + 4x = –12

ست حل سیستم‌های زیر را توسط گراف به دست آرید:
   

           3
3)

2
x
y
<

 >

2 3 9
2)

5 2 5
x y
x y
+ <

 − >

3
1)

2 4
x
x y
<

 + <

2 3 3
4)

5 2 9
x y
x y
− < −

 − >

4
6) 3

5 1

x y
x y
x y

+ <
 − <
 − >

 )5

 

1243
02

6.32

−>+
<−
−−

xy
y

xy 







  632 −>− xy
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, باهم مرتبط ش��ده باش��ند، به نام  , ,≥ > ≤ < ● ه��رگاه اعداد توس��ط کیی از علایم 

نامساوات یاد می‌شوند.

● اگر به اطراف کی نامس��اوی ی��ک عدد حقیقی را جمع و ی��ا تفریق نماییم، جهت 
نامساوی تغییر نمیک ند.

● اگر اطراف کی نامس��اوی  را به عددی حقیقی مثبت خلاف صفر ضرب و یا تقسیم 
نماییم، جهت نامساوی  تغییر نمیک ند.

● اگر اطرف کی نامس��اوی را ب��ه کی عدد حقیقی منفی ضرب و یا تقس��یم نماییم، 
جهت نامساوی  تغییر میک ند.

[ , ] { : }= ∈ ≤ ≤a b x IR a x b 				   انتروال بسته
( , ) { : }= ∈ < <a b x IR a x b 				   انتروال باز
( , ] { : }= ∈ < ≤a b x IR a x b 				   انتروال نیم باز 
[ , ) { : }= ∈ ≤ <a b x IR a x b              		 انتروال نیم بسته 	  

● برای تحلیل و تعیین نمودن اش��ارۀ  کی افادۀ کس��ری اول اشارۀ صورت و مخرج را 
جداگانه تعیین می نماییم، بعداً حاصل تقسیم علامه  ها را به دست می آوریم. 

● برای حل سیستم نامساوی خطی دو متحوله طور زیر عمل میک‌نیم.
ابتدا س��ت حل هر کی از نامس��اوی‌های سیس��تم را در مس��توی کمیات وضعیه تعیین 
میک‌نیم. ناحیهی‌ی که هم‌زمان جزء ست حل هر دو نامساوات باشد، حل سیستم است.

نكات مهم فصل ششم
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● در س��والات زیر برای هر س��وال چهار جواب داده ش��ده اس��ت. جواب صحیح را 

انتخاب کنید.
1-کدام کی از نامساوی های زیر صحیح است؟

هر سه درست اند.
53x است؟ ≤+ 2-کدام کی از ست های زیر ست حل نامساوی 

) { : 2} ) { : 2 }
) { : 8} ) { : 2}

a x IR x b x IR x
c x IR x d x IR x

∈ ≤ ∈ ≤
∈ ≤ ∈ < −

     		

13x2 است؟ −>+ 3-کدام کی از انتروال های زیر حل نامساوات 
) [ 2, ) ) (2, ) ) (1, ) ) ( 2, )a b c d− ∞ ∞ ∞ − ∞        	

0 باشد، کدام کی از رابطه های زیر صحیح است؟  < <a b 4- اگر 
1 1 1 1) ) ) )a b c b a d
b a b a

− −
< < − < − c b, و a   جواب های 

3 است؟ 0
3
+

>
−

x
x

5-کدام کی از انتروال های زیر ست حل 

) ( 3,3) ) ( ,3) ) ( 3, ) ) ( 3,3)− −∞ − ∞ −a b c d        

● جاهای خالی را با کلمات مناسب پر کنید.

+>0  ست همۀ ......................... که نامساوی را صدق کند به نام  bax 1- در نامساوی 
ست حل نامساوی فوق یاد می‌شود.

[4,5] را به نام انتروال ............................. یاد میک‌نند. 2- انتروال 
2 برای قیمت های .................................... منفی می‌گردد. 4+x 3- بینوم 

1 برای قیمت های ......................................... مثبت می‌گردد.
2

− +x 4- بینوم 
12 عبارت است از .............................. . 5

5
+ ≤ −x x 5- ست حل نامساوی 

تـمرينات فصل ششم

1 3 1 3) 2 ) 2 ) 9 16 5 )
2 6 3 2
+ ≤ − > + ≥a b c d
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● ک��دام کی از جمله‌های زیر صحیح و کدام کی آن غلط اس��ت؟ در مقابل صحیح 

حرف  )ص( و در مقابل غلط حرف )غ( بگذارید.
( ست حل‌های کی نامساوی دقیقاً کی عنصر دارد.  	( -1

} کی انتروال بسته است.  :2 5}∈ ≤ <x IR x ( ست  	( -2
( ست حل‌های سیستم نامساوی‌ها قسمتی از مستوی کمیات وضعیه است. 	( -3

( ست حل‌های کی نامساوی خطی همیشه حل بی‌شمار دارد. 	( -4
1 است. 1

3 2
<
−

2 است می‌توان نتیجه گرفت که  3− < ( از اینک‌ه  	( -5

● سوالات زیر را حل نمایید.

1- حل نامساوی زیر را به دست آرید.

2- انتروال های زیر را روی محور اعداد مشخص کنید:

3- ست اعداد زیر را به شکل انتروال بنویسید و به روی محور اعداد نشان دهید.
) [ 1,2] ) ( 2,1] ) [ 1,1) ) ( 2,2)a b c d− − − −

) { : 2} ) { : 5}
) { : 1 6} ) { : 4 2}

a x IR x b x IR x
c x IR x d x IR x

∈ ≤ ∈ ≤
∈ − ≤ ≤ ∈ − < <

2

5 8) 0
4 3

) 2 3(2 9)
) 9 0

3 4) 1 0

2) 1 3

x xa

b x x
c x

xd
x

e
x

− −
− <

− < −

− <
+

− <

− ≤

2

5 8) 0
4 3

) 2 3(2 9)
) 9 0

3 4) 1 0

2) 1 3

x xa

b x x
c x

xd
x

e
x

− −
− <

− < −

− <
+

− <

− ≤

 0)3)(3() <+− xxc
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4- حل سیستم های نامساوی زیر را به دست آرید:

)
3 2

2 0
)

2 0

2
)

4 2

2 2 8
) 3 3 9

10 2 2

2
) 3

0

2
) 3

0

>
 <

− >
 − <

+ <
 − >

+ <
 − <
 − >

>
 > −
 + <

<
 < −
 + >

y x
a

y
x y

b
x y
x y

c
y x

x y
d x y

x y

y
e x

y x

y
f x

y x

ACKU
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فعاليت

اگر يک اتاق توس��ط ي��ک قالين مربع 
شکل طوري فرش شود که طول اتاق به 
  m2 m3  و عرض آن به اندازۀ  ان��دازۀ 
از کن��ار قالين زياد باش��د، مانند ش��کل 
مقابل بگوييد که مس��احت اتاق مذکور 

چقدر است؟

معادلات كي مجهولة درجه دوم
Quadratic Equations

● افادۀ الجبري را تعريف كنيد.
● معادله را تعریف کنید.

● یک معادلۀ یک مجهولۀ درجه اول را مثال دهید.
● شكل عمومي معادلة يك مجهولة درجه يك را بنويسيد.

) حاصل ضرب قوس را به دست آريد؟ 2)( 3) 0− + =x x ● در معادلة 

4 مقایسه کنید. 3 1+ = −x x ● درجۀ معادلة بالا را با درجۀ معادلۀ 

معادلاتی كه يك مجهول داشته و درجة متحول آن مساوی به 2 باشد، به‌نام معادلات 
 20 , 0≠ + + =a ax bx c يك مجهولة درجه دوم ياد مي شوند، كه شكل عمومي آن
x را مجهول در معادله می‌گويند. اگر  اعداد حقيقي و   c b, و  a بوده درحالی‌که 

c=0 باشد در این صورت معادلۀ درجه دو را معادلۀ ناقص گویند. b=0 یا
مثال 1: يك تار به طول يك متر داريم مي خواهيم از آن يك مستطيل بسازيم، طوری 

2600cm باشد. طول و عرض اين مستطيل را چقدر انتخاب نماييم. كه مساحت آن 
y به‌ناميم، محيط مستطيل را از رابطة  x و عرض آن را حل: اگر طول مستطيل را 

⋅=600  به دست مي آريم:  yx )2 و مساحت آن را از رابطة  ) 100+ =x y
 





=⋅
=+





⇒=⋅
⇒=+

II............600
I...........50

600
100)(2

yx
yx

yx
yx

 2+x

 3+x
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از معادلۀ I قیمت y را از جنس x به دست آورده، در معادلۀ II وضع می‌نماییم:

چون بزرگ‌ترین درجۀ x در افادۀ الجبری فوق مس��اوی به 2 اس��ت، لذا معادلة اخير 
معادل��ة درجه دوم بوده و براي دريافت نمودن حل‌های  آن روش‌های مختلف موجود 

است كه آن را ذیلًا مطالعه می‌نماييم:
مثال  2  : عددی را به دست آريد كه مربع آن به اندازة عدد شش از خود عدد زيادتر باشد.

x به‌ناميم، سؤال فوق را به شكل رياضي طور زير می‌نويسيم: حل: اگر عدد را 
2 6= +x x 2     یا      6 0− − =x x

براي حل اين گونه معادلات از روشی بايد استفاده كرد كه از آن حل‌های معادله به 
دست آيد.

مثال  3  : در معادلات زیر ضرایب b ، a و c را بنویسید:

حل:

1- در معادلات زیر معادلۀ درجه دوم کامل و ناقص درجۀ دوم را مشخص کنید؟
2 2 2 2) 6 2 0 ) 5 3 1 ) 2 4 0 ) 3− + = − + − = − =a x x b x x c x x d x

b, و c را مشخص کنید. a 2- در معادلات زیر ضریب‌های
2 2 2 2) 6 4 2 ) 3 4 ) 4 6 4 )− = − = − − =a x x b x x c x x x d

 

60050

600)50(600
100)(2

2 =−




=−⇒=×
=+

xx

xxyx
yx  





=⋅
=+

600
100)(2

yx
yx

2x² – 4x + 1 = 0

3x – x² = 4

4x² – 1 = 0

7x² = 46

a 2

–1

4

7

–4

3

0

0

1

–4

–1

–49

b

c

d

جزء معادلات a ضريب b ضريب c ضريب

2 2 2

2 2 2

) 2 4 1 0 ) 3 4 ) 4 1 0
3 2) 7 49 ) 4 0 )
4 3

− + = − = − =

= − = − =

a x x b x x c x

d x e x f x x

2 2 2

2 2 2

) 2 4 1 0 ) 3 4 ) 4 1 0
3 2) 7 49 ) 4 0 )
4 3

− + = − = − =

= − = − =

a x x b x x c x

d x e x f x x2 2 2

2 2 2

) 2 4 1 0 ) 3 4 ) 4 1 0
3 2) 7 49 ) 4 0 )
4 3

− + = − = − =

= − = − =

a x x b x x c x

d x e x f x x

49
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پیدا   x برای  را  قیمتی  می‌توانید  آیا 
نمایید تا ترازو به حال تعادل آید؟

حل معادلات كي مجهوله درجة دوم

2 را به دست آرید. 4 3 1+ = −x x ● حل معادلۀ 

مقابل  جدول  در   x مختلف  قیمت‌های  برای  را  بالا  تساوی   ●

بررسی کنید.

کردن  پیدا  که  دهید  توضیح  فوق  سؤال  و  جدول  به  توجه  با   ●
حل های معادله یعنی چه؟

● جدول مقاب��ل را تکمیل نم��وده، از روی آن حل های معادلۀ 

2 را به دست آرید. 4 3 0− + =x x

قیمت هایی که تساوی را در یک معادلۀ یک مجهولۀ درجه دوم بر قرار می‌کنند، حل 
معادلۀ درجه دوم می نامیم. 

از  بيش‌تر  12 واحد  به  مربع آن مساوي  مطلوب است دريافت عددي كه  مثال  1  : 
خودش باشد؟

x به‌ناميم، بیان الجبري آن شكل زير را خواهد داشت. حل: هرگاه عدد مذكور را 
2 12= +x x

چگونه مي توان حدس زد تا از مساوات فوق، حل های آن را دريافت نماييم.

2x + 4 3x – 1x

x

–3
–2
0
5

x² – 4x + 3x
–3

–1
–2

0
1

2x + 4 3x – 1x

x

–3
–2

0
5

x² – 4x + 3x
–3

–1
–2

0
1

2x + 4 3x – 1x

x

–3
–2
0
5

x² – 4x + 3x
–3

–1
–2

0
1
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x=1 را در معادله قرار دهيم ديده مي شود كه طرف راست عدد 13 و طرف  هرگاه 
چپ عدد 1 به  دست مي آيد.

x=2 در معادله مشاهده مي نماييم كه طرف راست  با وضع نمودن يك قيمت ديگر 
مساوات عدد 14 و طرف چپ عدد 4 به‌دست می‌آید.

x=3 مشاهده مي گردد كه طرف راست عدد 15 و  با وضع نمودن قيمت بعدي مثلًا 
طرف چپ عدد 9 است.

x=4 مشاهده می‌نماييم كه طرف راست عدد  بالاخره با وضع نمودن قيمت بعدي 
، تساوی عددی   4=x 16 و طرف چپ نيز عدد 16 است. به مشاهده رسید که برای  

x=4 يك حل معادله مي باشد. 16  بر قرار گرديد، بنا بر اين  16=
خلاصة روش بالا را که برای دريافت حل معادله به كار 

برديم، مي توانيم در جدول مقابل خلاصه كنيم.
آيا مي توان طریقة عمومی حل يك معادلة درجه دوم را 

به دست آورد؟
مثال  2  : آیا مطلوب است عددي كه حاصل جمع مربع 

آن با  عدد1 مساوي به صفر باشد؟
از:  است  عبارت  فوق  سوال  الجبري  افادة  به‌ناميم،   x را  مذكور  عدد  هرگاه  حل: 

2 1 0+ =x
براي  را  اعداد حدس خود  نمودن  با وضع  فوق  مانند روش 
حل معادله آغاز نموده پيش مي رويم، به این منظور مانند بالا 

جدول رو به رو را در نظر مي گيريم.
از روي ج��دول مي بينيم که  ب��ا اين روش نمی‌توان تعادل 
x دريابيم  را بر قرار نمود، يعني نمي توانيم عددی را براي 
ك��ه براي آن هر دو طرف معادله با هم مس��اوي گردد. از 

طرف ديگر مس��تقيماً از معادله ديده مي‌ش��ود كه هر گاه عددي را مربع نموده با يك 
جمع نماييم هيچ وقت مساوي به صفر نمي‌شود.

بنابر اين معادلة فوق حل ندارد.  

x² x + 12x
1
2
3
4

1
4
9
16

13
14
15
16

x x² –1
1 1 –1
2 4 –1
0 0 –1

–1 1 –1
–2
–3

4 –1
9 –1

x² x + 12x
1
2
3
4

1
4
9

16

13
14
15
16

x x² –1
1 1 –1
2 4 –1
0 0 –1

–1 1 –1
–2
–3

4 –1
9 –1

1- یک معادلۀ یک مجهولۀ درجه دوم را بنویسید که حل نداشته باشد.

 2 2) 1 0 ) 0− = =a x b x 2- معادلات زیر را حل کنید.                                
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دوکت��وران تغیی��رات ط��ول قد یک 
ک��ودک را  در زمان ه��ای مختلف 
ب��ا گراف مقاب��ل بررس��ی می کنند، 
آیا ش��ما راجع به تغییر طول قد خود 
تان تاب��ه حال فک��ر کرده اید که در 
زمان های مختلف چه اندازه داشت؟ 

روابط غیر خطی

x رابطه بين طول ضلع يك مربع و مساحت آن را در نظر بگيريد طول ضلع مربع را به 
y نشان می‌دهيم. و مساحت آن را به 

y را با يك معادله بنويسيد. x و  ● رابطه بين 

● جدول مقابل را تكميل كنيد.

مشخص  را  نقطه ها  فوق  مرتب  از جوره هاي  استفاده  با  قايم  مختصات  سيستم  در   ●

نموده با هم وصل نماييد.
● بخاطر دقت در ترسيم گراف قیمت های بسیار نزدیک را به x داده جدول زير را تكميل 
نموده مانند بالا نقاط را در سيستم مختصات مشخص نموده، گراف آن را ترسيم كنيد؟

● به كمك جدول بالا جدول زير را در کتابچه های تان تكميل كنيد.

2xy را با دقت بيشتري ترسيم نماييد. = ● با استفاده از جداول فوق گراف معادلة 

x 1 2

4

3 4

25y 

x
y 

0 0.2

0.4

0.5 0.8 1

1

1.2 1.4 1.6 1.8

3.24

2

4

2.2 2.4 2.6 2.8 3

9

x
y = x²

–3 –2.8 –2.6 –2.4 –2.2 –2 –1.8 –1.6 –1.4 –1.2 –1 –0.8 –0.5 –0.2

0

x 1 2

4

3 4

25y 

x
y 

0 0.2

0.4

0.5 0.8 1

1

1.2 1.4 1.6 1.8

3.24

2

4

2.2 2.4 2.6 2.8 3

9

x
y = x²

–3 –2.8 –2.6 –2.4 –2.2 –2 –1.8 –1.6 –1.4 –1.2 –1 –0.8 –0.5 –0.2

0

x 1 2

4

3 4

25y 

x
y 

0 0.2

0.4

0.5 0.8 1

1

1.2 1.4 1.6 1.8

3.24

2

4

2.2 2.4 2.6 2.8 3

9

x
y = x²

–3 –2.8 –2.6 –2.4 –2.2 –2 –1.8 –1.6 –1.4 –1.2 –1 –0.8 –0.5 –0.2

0
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از فعاليت فوق نتيجة زير را به دست مي‌آوريم:
y=2 خطي نيست. x نتيجه: در فعاليت فوق مشاهده نموديم كه گراف معادلة

 را در سيستم مختصات قايم رسم و حل 
2

1
 =


= +

y x
y x

مثال: گراف سيستم معادلات 

x

y = x²

–5

25

–4

16

–3

9

–2

4

–1

1

0

0

1

1

2

4

3

9

4

16

5

25

x

y = x + 1

0

1

1

2

x
1.62

–0.62

y

x

y = x²

–5

25

–4

16

–3

9

–2

4

–1

1

0

0

1

1

2

4

3

9

4

16

5

25

x

y = x + 1

0

1

1

2

x
1.62

–0.62

y

مشترک آن‌ها را دریابید.
بهك‌ار  معادلات  گراف هاي  ترسيم  براي  قبلًا  كه  روش هايی  از  استفاده  با  حل: 
برديم، براي ترسيم گراف‌های معادلات فوق جدول هاي اعداد را جداگانه ترتيب و 
جفت مرتب ها را در سيستم مختصات مشخص نموده، گراف هاي معادله ها را رسم 

مي نماييم.

: 2=y x - براي 

: 1+= xy - براي 

از روی گراف قیمت های تقریبی حل مشترک مساوی است به:

1 21.62 , 0.62= = −x x

 را در یک سیستم مختصات ترسيم كنيد؟
2

2
 =


= −

y x
y x

1- گراف سيستم معادلات 

 را ترسيم كنيد؟
2

0
 =


=

y x
y

2- گراف سيستم معادلات 

x

y = x²

–5

25

–4

16

–3

9

–2

4

–1

1

0

0

1

1

2

4

3

9

4

16

5

25

x

y = x + 1

0

1

1

2

x
1.62

–0.62

y
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در شکل مقابل خط مستقیم با منحنی 
بوده  وضعیت‌ها  کدام  در  شده  داده 

می‌تواند؟

درجه  مجهولة  یک  معادلات  حل 
دوم با روش هندسي

2 بنویسیم؟ 6 7= −x x 2 را می‌توانیم به شکل 6 7 0− + =x x ● آیا معادلة

پس 2 6 7= = +y x x ● اگر هر طرف مساوات فوق را مساوی به y قرار دهیم، داریم که
. 6 7= +y x y=2 و  x

 را در سيستم مختصات رسم كنيد.
6 7

2 =


= −

y x
y x

● گراف سيستم معادلات 

● گراف‌های سيستم معادلات فوق ي‌كديگر خود را در چند نقطه قطع ميك نند؟

● حل سيستم معادلات و تقاطع گراف هاي آن‌ها با هم چه رابطه دارند؟

از فعاليت فوق نتيجة زير را به دست مي‌آوريم:
و یک   2=y x معادلة مساوات  تركيب  به‌حيث  مي‌توانيم  را  دوم  درجه  معادلة  هر   ●

= بنویسیم. +y ax b معادلة خطي
● مختصۀ x نقطۀ تقاطع )در صورت موجودیت( سیستم معادلات عبارت از حل معادلۀ 

درجه دوم است.
دريافت حل معادله از طريق روش فوق به‌نام حل روش هندسي ياد مي گردد.

2 را به روش هندسی دریابید. 2 3 0+ − =x x مثال  1  : حل معادلة 
2 را می‌توانیم به شکل زیر بنویسیم و گراف آن را رسم  2 3 0+ − =x x حل: معادلة 

نماییم.
						      

2
2 2 3

2 3
 =

= − + ⇒ 
= − +

y x
x x

y x

x

y
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از شکل به مشاهده می رسد  که خط مستقیم منحنی را در دو نقطۀ مختلف قطع نموده 
 2 1=x  ، 1 3= −x که فاصلۀ هر دو نقطه تقاطع حل معادلة درجه دوم می باشد، یعنی

2 را به روش گراف دریابید. 2 1 0− + =x x مثال  2  : حل معادلۀ 
2 را رسم می‌نماییم. 1= −y x y=2 و خط مستقیم  x حل: گراف معادلۀ 

به مشاهده می رسد که خط مستقیم با منحنی در یک نقطه تماس دارد که قیمت x این 
x=1 حل معادله می‌باشد. نقطه حل معادله می‌باشد. از گراف دیده می‌شود که 

2 را به روش هندسی دریابید. 3 3 0+ + =x x مثال  3  : حل معادلۀ 
3 را رسم می نماییم. 3= − −y x y=2 و مستقیم  x حل: گراف معادلۀ 

به مشاهده می رسد که مستقیم منحنی را قطع نمی کند بناءً معادلۀ درجه دوم حل ندارد.
هرگاه مستقیم منحنی را در دو نقطه قطع نماید، معادله دو حل دارد.

هرگاه مستقیم منحنی را در یک نقطه قطع نماید، معادله یک حل دارد.
هرگاه مستقیم منحنی را قطع نه‌نماید معادله حل ندارد.

x –2 –1

1 04

0 1 2

41y

x 0

–3

3

3y

x

y

–3

3

7

1

x –3 –2

4 1

-3

+9

–1

–1

0 1

10

2 3

94y

x 0

–1y

x –3 –2

4 1+9

–1

–1

0 1

10

2 3

94y

x 0

0–3y

x

y

x

y

1

- حل معادلات زیر را به طریقۀ گراف دریافت نمایید.
2 2 2) 2 2 0 ) 6 8 0 ) 5 7 0− + = − + = − + =a x x b x x c x

x –3 –2

4 1

-3

+9

–1

–1

0 1

10

2 3

94y

x 0

–1y

x –3 –2

4 1+9

–1

–1

0 1

10

2 3

94y

x 0

0–3y

x

y

x

y

1

x –2 –1

1 04

0 1 2

41y

x 0

–3

3

3y

x

y

–3

3

7

1

x –3 –2

4 1

-3

+9

–1

–1

0 1

10

2 3

94y

x 0

–1y

x –3 –2

4 1+9

–1

–1

0 1

10

2 3

94y

x 0

0–3y

x

y

x

y

1

 2

3 3
 =


= −

y x
y x

x –3 –2

4 1

-3

+9

–1

–1

0 1

10

2 3

94y

x 0

–1y

x –3 –2

4 1+9

–1

–1

0 1

10

2 3

94y

x 0

0–3y

x

y

x

y

1
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حاصل ضرب دو عدد چه وقت صفر 
است؟

به  دوم  درجه  معادلات  حل 
طریقۀ تجزیه

×0 می‌شود؟ =a b ● اگر a و b دو عدد حقیقی باشند، چه وقت 
نظر گرفته، می‌توانید بگوييد كه حاصل  ) را در  1)(2 3)− +x x حاصل ضرب آیا   ●

ضرب مذكور چه وقت صفر است؟
) چه رابطه دارد؟ 1)(2 3) 0− + =x x 22 با حاصل ضرب  3 0+ − =x x ● معادلة 

با  نموده  دريافت  را   22 3 0+ + =x x معادلة  حل‌های  قبلي  روش  از  استفاده  با   ●

) مقايسه كنيد؟ 1)(2 3) 0− + =x x حل هاي معادلة 

از فعاليت فوق نتيجة زير را به دست مي آوريم:

نتيجه: اگر بتوانيم يك معادلة درجه دوم را به شكل حاصل ضرب دو افادة الجبري 
خطي بياوريم، در اين صورت حل معادله ساده بوده، به شكل زير عمل مي نماييم.

- از خواص اعداد مي دانيم حاصل ضرب دو عدد وقتی صفر است که حداقل يكي از 
اجزاي ضربي آن مساوي به صفر باشد، اين مسأله براي افاده هاي الجبري نيز درست 

است.
- هر يك از حل هاي افاده هاي الجبری خطی فوق که در مساوات با معادلۀ درجه دوم 

قرار دارد،  حل معادلة درجه دوم نیز می باشد.
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2 را به كمك تجزيه به دست آريد. 7 6 0− + =x x مثال  1  : حل هاي معادلة 
2 به فكتور‌ها داريم: 7 6− +x x حل: از تجزية 

2 7 6 ( 1)( 6) 0− + = − − =x x x x
حاصل ضرب فوق زماني صفر است كه حداقل يكی از فكتور‌ها صفر باشد و یا هر دو 

1

2

1) 1 0 1
2) 6 0 6

− = ⇒ =
− = ⇒ =

x x
x x

صفر باشد يعني:	                      

2 می‌باشند. 7 6 0− + =x x پس 1 و 6 حل های معادلۀ 
22 را از طريق تجزيه دريافت نماييد. 5 3 0− − =x x مثال  2  : حل معادلة 

2x آن مساوي  حل: تا به حال تجزيه به فكتورهاي معادلات درجه دوم را كه ضريب 
2x يك عدد اختياري باشد به شكل زير  به 1 بود آموخته‌ايم، اما براي اينك‌ه ضريب 
عمل نموده، آن‌را تغيير شكل می دهیم. ابتدا برای این‌که ضریب x ، یک مربع کامل 

2x  ضرب می کنیم. شود دو طرف معادله را در ضریب

و براي حل معادلة A داريم:
1

2

11) 2 1 0
2

2) 3 0 3

+ = ⇒ = −

− = ⇒ =

x x

x x

معادلات زير را به طريق تجزيه حل كنيد.
2

2

2

2

1) 4 3 0
2) 2 0
3) 6 8 0
4) 3 11 4 0

+ + =

+ − =

− + =

+ − =

x x
x x
x x

x x

2

2 2

2 5 3
2 4 10 6 (2 ) 5(2 ) 6

2 (2 1)(2 6)
1 (2 1)(2 6)
2
(2 1)( 3)

= − −

= − − = − −
= + −

= + −

= + −

A x x
A x x x x

A x x

A x x

A x xACKU
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فعاليت

سعی کنید با یک‌جا کردن این قطعات 
یک مربع کامل بسازید.

ح�ل مع�ادلات درج�ه دوم به 
طريقۀ تکميل مربع

● طول ضلع مربع بزرگ چقدر است؟

● مساحت هر قسمت مستقل را روی شکل بنویسید.

2 را در نظر بگیری��د و طوری آن را  6 40 0+ − =x x ● معادل��ۀ 

ترتیب کنید که عدد ثابت یک طرف و حدود ش��امل متحول در 
طرف دیگر آن قرار گیرند. 

● افادۀ الجبری شامل متحول چه رابطهی‌ی با مساحت قسمت خط خط شده دارد؟
x در معادلۀ درجه دوم   با ضریب  ضریب عددی مساحت مستطیل ها چه رابطهی‌ی   ●

فوق دارد.
● مساحت مربع بزرگ چقدر است؟

● برای این که افادۀ الجبری شامل متحول با مساحت مربع بزرگ برابر شود، چه عددی 
به دو طرف تساوی اضافه شود؟

● با استفاده از رابطۀ به دست آمده قیمت x )حل معادلۀ درجه دوم( را به دست آرید.

محمد بن موسی این روش را برای حل معادلات درجه دوم پیدا نمود. با تأمین این 
روش در حل معادلات درجه دوم به صورت عمومی از آن استفاده به عمل می‌آید. 
2 در می‌آید،  2( )+ =x p q 2 به شکل  0+ + =x bx c در این روش معادلۀ درجه دوم 

که مراحل تجزةی آن عبارت است از:

c
a

b
a— > 0 , — > 0

c
a

b
a— > 0 , — < 0

c
a

b
a— < 0 , — > 0

c
a

b
a— < 0 , — < 0

c
a

b
a— ≤ 0 , — = 0

c
a

b
a— = 0 , — > 0

c
a

b
a— = 0 , — < 0

c
a

b
a— < 0 , — = 0

1

2

3

4

5

6

7

8

3x

3

x

حل هاشمارهحالتحل ها

دو حل مثبت

دو حل منفى

حل بزرگ مثبت
حل كو چك منفى

حل كو چك منفى
حل بزرگ مثبت

هر دو حل 0 است

يك حل مثبت و حل
ديگر صفر است

يك حل منفى و حل
ديگر صفر است

دو حل مساوى و 
مختلف العلامه

شمارهحالت
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a=1  باشد: در صورتي‌که 
 

2
=

bp ● ابتدا p را مساوی به نصف ضریب x قرار می دهیم، یعنی 
قرار می‌دهیم.

 
2 2( )

2
= − +

bq c ● سپس 

را حل می کنیم. + =x p q ● در قدم آخر معادلۀ 

2 را به طريقۀ تکميل مربع حل کنید. 2 8 0+ − =x x مثال  1  : معادلۀ 
حل: ابتدا معادله را به شکل زیر می نویسیم.

2 2 8+ =x x
نصف ضریب x را به دست آورده، مربع آن‌را به هر دو طرف معادله علاوه می نماییم: 

2

2

2 1 8 1
( 1) 9

1 3 3

+ + = +

+ =
+ = ⇒ =

x x
x

x x

همه معادلات درجه دوم را نمی توان به این روش حل نمود زیرا که این روش محتاج 
با این روش نمی توان  تعبیر هندسی است، چون از روش هندسی استفاده شده است 

آن‌عده حل‌های معادله را که جذر منفی دارند به دست آورد.

معادلات زیر را به طريقۀ تکميل مربع حل نمایید.
2 2 25) 8 24 ) 0 ) 6 13 0

4
+ − − − = − − =a x x b x x c x x 0=

 4,2 −== xx
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فعاليت

مشاهده نمودیم که معادله های درجه دوم یک مجهوله را در حالت عمومی به شکل 
2 می نویسیم که در آن b ، a و c اعداد حقیقی و a خلاف صفر  0+ + =ax bx c

می باشد، برای حل طور زیر عمل می‌نماییم:
2 طرفین را به عدد خلاف صفر مانند a تقسیم کنید. 0+ + =ax bx c ● برای معادلۀ 

2 0+ + =
b cx x
a a

● اعداد ثابت را به یک طرف معادله و اعداد مجهول را به طرف دیگر قرار داده، مربع 
نصف ضریب x را به طرفین جمع می‌نماییم:

2 2 2

2
2

2

( ) ( ) ( )
2 2

4( )
2 4

+ + = −

−
+ =

b b b cx x
a a a a
b b acx
a a ∆ نشان می‌دهیم. 2 را  4−b ac برای ساده نویسی 

فورمول محمد بن موسی

2 به سؤالات زیر پاسخ دهید. 0+ + =ax bx c برای هر معادلة درجه دوم به شکل 
2 باشد، حل های معادله کدام هااند؟ 4 0∆ = − =b ac 1- هرگاه 

2 ، حل های معادله کدام ها اند؟ 4 0∆ = − >b ac 2- هرگاه 
2 باشد؛ آيا معادله در ست اعداد حقيقي حل دارد؟ 4 0∆ = − <b ac 3- هرگاه 

از فعالیت فوق نتیجۀ زیر به دست می‌آید:

 c و   ,b a اعداد حالی‌که  در   2 0ax bx c+ + = دوم درجه  معادلۀ  هر  نتیجۀ1 :حل 
2 گردیده داریم که:   4b ac∆ = − 0a باشد ≠ حقیقی و

2 2

2

4
2 4
b b acx
a a

   
 

با تقسیم نمودن اطراف معادله 
    2x 02  ب��ه ضری��ب  =++ cbxax
بگویید که مس��اوات مقابل درس��ت 

است یا خیر؟
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تمرين

∆0 باشد معادله دو حل مختلف دارد که عبارت اند از: > 1- اگر 

1 2,
2 2

− + ∆ − − ∆
= =

b bx x
a a

∆0 باشد معادله دارای دو حل مساوی یا مضاعف بوده که قرار زیر است: = 2-   اگر 

1 2 2
−

= =
bx x
a

        							     
∆0 باشد معادله جذر‌های حقیقی ندارد: < 3-  اگر 

نتیجۀ2 : حاصل جمع و حاصل ضرب حل ها:

از حاصل جمع و حاصل ضرب جذرها یک معادلۀ درجه دوم را می توان در تجزیۀ 
معادلات استفاده کرد.

2 را دریافت کنید. 3 1 0− + =x x مثال  1  : حل های معادلۀ 
2 4 9 4 1 1 5∆ = − = − × × =b ac ∆  را پیدا می کنیم.     حل: در قدم اول قیمت 
∆0 است بناءً معادله دو حل مختلف‌العلامه دارد که عبارت اند از: > چون 

1 2
3 5 3 5,

2 2
+ −

= =x x

29 را در صورت موجودیت پیدا کنید. 12 4 0− + =x x مثال  2  : حل های معادلۀ 
2 24 ( 12) (4 9 4) 144 144 0∆ = − = − − × × = − =b ac حل: داریم که:                       

∆0 است معادله دو حل مساوی دارد. = چون 
1 2

12 12 2
2 2 9 18 3

−
= = − = = − = −

×
bx x
a

25 را حل کنید.  2 1 0+ + =x x مثال  3  : معادلۀ 
2 24 2 4 5 1 4 20 16∆ = − = − × × = − = −b ac ∆0 است، یعنی: < حل ندارد زیرا

24 حاصل ضرب و حاصل جمع جذرهای معادله  3 1 0− − =x x در معادلۀ  مثال  4  : 
را دریابید.

معادلات زیر را حل نمایید.
 060123)096) 22 =+−=++ xxcxxb2 2 2) 4 21 0 ) 3 0 ) 3 2 1 0+ − = − − = − − =a x x b x x c x x

1 2

2

1 2 2 2

2 2
4

2 2 4 4

− + ∆ − − ∆
+ = + = −

− + ∆ − − ∆ −∆
× = × = = =

b b bx x
a a a

b b b ac cx x
a a a a a

1 2 1 2
3 1,
4 4

−
+ = − = × = =

b cx x x x
a a
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2 است، طوری‌که 0+ + =ax bx c ● شکل عمومی هر معادلة درجه دوم عبارت از 

a≠0 باشد.

2 را به‌نام معادلات درجه دوم ناقص  0+ =ax bx 2 و  0+ =ax c ● معادلات شکل 

یاد می‌کنند.
2 است. 1, 0= − =

bx x
a

2 عبارت از  0+ =ax bx ● حل های معادلات 

● هر معادلة درجه دوم ازدو قسمت )خط مستقیم و یک منحنی( تشکیل گردیده است.

● اگر خط مستقیم، منحنی را در دو نقطه قطع نماید معادله دو حل دارد.
● اگر خط مستقیم، به منحنی مماس باشد معادله دو حل مساوی دارد.

اگر خط مستقیم، با منحنی نقطۀ تقاطع نداشته باشد، معادله در Set اعداد حقیقی   ●
حل ندارد.

قوس‌ها  از  یکی  اقل  حد  که  است  صفر  به  مساوی  وقتی  قوس  دو  ضرب  حاصل   ●

مساوی به صفر باشد.
رابطۀ   از  جذرها  ضرب  حاصل  و   1 2+ = −

bx x
a

رابطۀ  از  حل‌ها  جمع  حاصل   ●

1 به دست می‌آید. 2× =
cx x
a

1,2 به دست  2
− ± ∆

=
bx

a
 ● به صورت عمومی حل‌های هر  معادلۀ  درجه  دوم توسط  فورمول 

2 است. 4∆ = −b ac می آید که 
∆0 باشد، معادله دو حل حقیقی دارد. > ● هرگاه 

∆0 باشد، معادله دو حل مساوی دارد. = ● هرگاه 

∆0 باشد، معادله در ست اعداد حقیقی حل ندارد. < ● هرگاه 

یا   2
1 2 1 2( ) 0− + + × =x x x x x x رابطۀ  از  دوم  درجه  معادلات  تشکیل  جهت   ●

1 استفاده می‌گردد. 2( )( ) 0− − =x x x x

نكات مهم فصل هفتم
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● در س��والات زیر به هر س��ؤال چهار جواب داده ش��ده، جواب صحی��ح را انتخاب 

کنید.
c عبارت از: b, و  a 24 ضرایب  3 1= −x x 1- در معادلۀ 

3 , 4 , 1= − = = +a b c ب(  		 3 , 4 , 1= = =a b c الف( 
د( هیچ کدام. 	  	 4 , 3 , 1= = = −a b c ج( 

23 عبارتند از: 8 5 0− + =x x 2- حل های معادلۀ 

1 2
5 , 1
3

= − =x x ب(  			    
1,

3
5

12 == xx الف( 
د( هیچ کدام. 				   ج( الف و ب 

y=2 عبارت از: x 3- گراف معادلۀ 
ب( منحنی است. 			  الف( خط مستقیم است.

د( هیچ کدام. 				   ج( الف و ب
2 مساوی است؛ به: 10 16 0− + =x x 4- حاصل جمع جذرهای معادلۀ 

	 1 2 5+ = −x x ب(  			   1 2 5+ =x x الف(
 1021 =+ xx د(  				   1 2 8+ =x x ج( 

∆0 باشد معادله: > 5- اگر 
ب( معادله دوحل حقیقی و مختلف دارد. 			  الف( دو حل مساوی دارد.

د( یک حل دارد. 				   ج( حل ندارد.

● جاهای خالی را پر کنید.

1- شکل عمومی معادلات یک مجهولة درجه دوم .................................... است.
c حاصل ................................ است.

a
− حاصل ...................... و  b

a
 -2

3- اگر .............................. باشد معادلۀ درجه دوم حل ندارد.
4- اگر درجۀ یک معادله برابر دو باشد معادله ............................. دارد.

و   .................................. از  عبارت   2 0.25 0− + =x x معادلۀ  حل های   -5
........................ است.

تمرين فصل هفتم

 1=c
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● سوالات زیر را بخوانید به مقابل سوالات صحیح آن حرف )ص( و در مقابل سوالات 

غلط آن حرف )غ( بگذارید.
2 باشد معادله در ست  اعداد حقیقی حل ندارد. 4 0− <b ac ( اگر  	( -1

1 است.  2, 2
− ± ∆

=
bx

a
( فورمول محمد بن موسی  	( -2

22 یک حل معادله صفر است.  4 0− =x x ( در معادلۀ  	( -3
  2

1 2 1 2( )− + + ×x x x x x x ( برای تشکیل معادلات درجه دو از رابطه های  	( -4
))((0  استفاده می‌گردد.  21 =−− xxxx و 

( هر گاه در یک معادله درجه دوم هیچ تحول علامه موجود نباشد؛ پس یک  	( -5
حل منفی دارد. 

● سوالات زیر را حل کنید.

c را نشان دهید و بگویید که کدام آن‌ها معادلۀ  b, و  a 1- در معادلات زیر ضرایب 
کامل و کدام آن‌ها ناقص است:

2 2 2) 3 4 1 0 ) 3 1 0 ) 2 6 0− + = − = − =a x x b x c x x

2- حل‌های معادلات زیر را بنویسید:
2 2 2) 3 4 0 ) 4 32 0 ) 6 2 0+ − = + − = − − =a x x b x x c x x

3- معادلات زیر را توسط روش تجزیه حل نمایید:
2 2

2 2 2

) 3 3 4 0 ) 4 32 0

) 2 3 3 0 ) 2 0

− − = + − =

− + = − + =

a x x b x x

c x d cx acx ca

4- حل‌های معادلات زیر را توسط روش گراف به‌دست آرید:
2 2) 2 7 1 0 ) 2 1 0+ − = − + =a x x b x x

5- معادلات زیر را توسط تکمیل مربع حل کنید:

2 2

2 2

6) 4 3 1 0 )
5 5

) 2 3 1 0 ) 3 0

+ − = + =

+ + = + =

xa x x b x

c x x d x x
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را  زیر  معادلات  حل های  دوم،  درجه  معادلات  عمومی  فورمول  از  استفاده  با   -6
دریابید:

2 2

2

) 7 8 1 0 ) 3 2 0
) 0.27 0.6 0

− + = − + =

− + =

a x x b x x
c t t

220cm باشد، طول و  7- اگر طول مستطیل دو برابر عرض آن باشد و مساحت آن 
عرض مستطیل را محاسبه کنید.

2 باشد، کدام عدد طول وتر  1+a 2a و  8- اگر طول اضلاع یک مثلث قایم‌الزاویه 
خواهد بود؟ طول اضلاع آن را دریابید.

عرض  و  طول  باشد   36m قايم  محیط  و   224m مستطیل  یک  مساحت  هرگاه   -9
مستطیل را دریابید.

را  آن  معادلۀ  شده اند،  داده  زیر  در  دوم،  درجه  معادلات  حله‌های  يا  جذرها   -10
بنویسید.

) 2,0.5 ) 3, 1 ) 0,2 ) 2 1,2− − −a b c d

11- دو نفر بایس��کل س��وار از نقطۀ A یکی به سمت ش��رق و دیگری به سمت شمال 
17m اس��ت بایس��کل سواری که به  حرکت کردند. در لحظهی‌ی که فاصله بین آن‌ها 
سمت شرق در حرکت بوده، 7متر بیش‌تر از بایسکل سوار دوم طی کرده است. معادلۀ 
الجبری که از روی آن مس��افة طی ش��دة هر یک از بایس��کل س��واران  را پیدا کرده 

می‌توانیم  بنویسید.  
C

A B

x 17m

ACKU
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فعاليت

آیا ش��ما در صنف ت��ان فرد ق��د بلندی 
هستید؟ اگر به یک صنف نهم در کشور 

فلپين و یا اندونیزیا بروید چطور؟
کدام معیارها تعیین کننده است، که شما 
را در یک کش��ور قد بلند و در کش��ور 

دیگر قد کوتاه به حساب می آورند؟

 Data روش دسته بندی

تعداد خانواده هایی را که در چند قریه زنده‌گی می‌کردند ثبت کردیم، اطلاعات در 
مورد قریه‌ها به صورت زیر به دست آمده است:

43403835534542404952
56504146374439385551

می خواهیم این Data را در سه دسته قرار دهیم تا بفهمیم که کدام قریه پرجمعیت، با 
جمعیت متوسط و یاکم جمعیت  است؟

● آیا می‌توانیم یک یا چند تا از Data را حذف کنیم؟

● کم ترین و بیش‌ترین تعداد خانواده ها را پیدا کنید.

● وسعت بین کم‌ترین و بیش‌ترین Data چقدر است؟

● چرا این وسعت را باید به دست بیاوریم؟

● این وسعت را به تعداد دسته ها تقسیم کنید. فکر کنید این عدد چه چیزی را نشان 
می دهد؟

● جدول زیر را تکمیل کنید:

● گراف میله‌یی را رسم کنید.

00000035000
0000000000
000000000056

سرعتتعداد موترهامرکز دسته

35 - 41

f

42 - 48
49 - 56

تعداد خانواده هاتعداد قریه ها
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برای دسته‌بندی Data مراحل زیر را به ترتیب انجام دهید: 
- وسعت بیش‌ترین مقدار و کم‌ترین مقدار Data را به  دست آرید.

- این وسعت را بر تعداد دسته‌ها تقسیم کنید و طول دسته را به دست آرید. در صورتی 
که حاصل عددی طبیعی نباشد می توان آن را به بالا گرد )round up(كرد.

- دسته ها را با این مقدار تشکیل دهید.
مثال1: در جدول زیر تعداد مریضان 30 شفاخانه که به طورتصادفی انتخاب شده اند، 

آمده است.
163165161140157160152151152
149153146154174172170166164
177158146169170172165175172

168165160
این Data را در چهار دسته قرار دهید. 

- برای مقایسه ازدحام گراف میله را ترسیم و اوسط Data را دریافت کنید.
- اگر تعداد مریضان در یک شفاخانه بیش‌تر از 175 تن باشند، آن شفاخانه مزدحم یاد 

می‌گردد. چند شفاخانه مزدحم هستند. 
ح�ل: ابتدا ب��رای آن که مطمین ش��ویم، تمام Data در جدول جا داده می ش��وند و 

کم‌ترین و بیش‌ترین Data را پیدا می‌کنیم.
 Data کم ترین 140=
 Data بیش‌ترین 177=
Data وسعت = Data بیش‌ترین – Data 177 کم‌ترین 140 37= − =

 
ب��رای پی��دا کردن طول دس��ته ها، این وس��عت را بر تعداد دس��ته ها تقس��یم می کنیم.

25.9  به عنوان طول دس��ته اس��تفاده می‌کنند ول��ی معمولاً برای  از عدد 
 

 
25.9

4
37

=

آس��انی کار این عدد را به اولین عدد round up می‌کنيم، در این‌جا می توان از 10 
به عنوان طول دسته استفاده کرد.

 توجه داشته باشید اگر طول به دست آمده دسته  را به عدد round up نکنیم چون 
مجموع طول دسته ها از 37 کم‌تر می‌شود،  تعدادی از Data از جدول خارج می شوند 

و این کار درست نیست.

140 – 147

148 – 155

156 – 163

164 – 171

172 – 179

3

6

6

9

6

430.5143.5

151.5

159.5

167.5

175.5

909

957

1507.5

1053
n = 30

f · x

140 – 149

150 – 159

160 – 169

170 – 179

4

7

11

8
n = 30

144.5

154.5

164.5

174.5

4 × 144.5 = 575

7 × 154.5 = 1081.5

11 × 164.5 = 1809.5

8 × 174.5 = 1396

f · X

 150140 −

 160150 −

 170160 −

 180170 −

تعداد مریض هاfکثرت شفاخانه ها xوسط دسته
578
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از جملة 30 شفاخانه تنها یک شفاخانه مزدحم است.
بعضی اوقات به عوض تعداد دسته ها طول دسته برای ما مشخص است. در این حالت 
شروع    Data کم‌ترین  از  دسته ها،  طول  داشتن  با  دسته بندی  برای  دسته ها  تعداد 
برابر  با طول دستۀ فرض شده  را طوری می نویسیم که طول آن‌ها  می کنیم. دسته ها 

باشد و سپس جدول را کامل می کنیم.  
 Data ،مثال2: در مثال بالا اگر به عوض تعداد دسته ها، طول دسته ها را 8 فرض کنیم

‌ها دسته بندی و  اوسط  را پیدا کنید.
حل:

از کم‌ترین مقدار یعنی 140 شروع می‌کنیم، چون طول دسته 8 است، فاصلۀ بین دو 
 8 خواهد بود.   148 8  باشد. یعنی سرحد پایین دستۀ دوم  باید  پایینی متوالی  سرحد 
تا 8 تا اضافه می کنیم تا آن‌جا که بیش‌ترین Data را در جدول جا به جا کنیم ادامه 

می دهیم.
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تعداد شفاخانه ها
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4 × 144.5 = 575
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8 × 174.5 = 1396

f · X

تعداد مریض هاfکثرت شفاخانه هاxوسط دسته
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تمرين
نشان       مکتب  به  خانه  از  دقیقه  برحسب  را  شاگرد   20 رسیدن  زمان  زیر   Data  -1

می دهد:
33655010
2311548
32262637
1913717
22214329
● Data بالا را در هفت گروه دسته بندی کنید.

● کثرت هر دسته را پید اکنید.

● گراف میله‌یی را رسم کنید.

● اگر Data را در گروه هایی با طول دستة 10 قرار دهیم، جدول کثرت را تشکیل 
دهید.

2- یک مثال بیاورید که برای دسته‌بندی Data از طول دسته استفاده شود.
3- یک مثال بیاورید که برای دسته‌بندی Data از تعداد دسته‌ها استفاده شود.

ACKU
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فعاليت

اگ��ر از ش��ما بپرس��ند قدت��ان چقدر 
بلند اس��ت، چه جواب��ي مي دهيد؟ آيا 
ع��دد دقيق��ی اس��ت ك��ه از روي متر 

مي خوانيد؟

دسته‌بندي Data پيوسته

● اگر از شما بپرسند چند برادر داريد؟ چه مي گوييد؟ آيا  گاهی مي توانید به جواب 
همچو سوالات یا سوالات عمومی‌تری ادعاكنيد كه تعداد برادران، هم‌صنفان تان و یا 

جوابات سوالات عمومی دیگری را دقيق‌تر بگوييد؟
● متحول تصادفي شما چيست و از چه نوعي است؟

 156 156 سانتي متر است، آيا دقيقاً طول قد او  اگردوست تان بگويد طول قدش   ●
سانتي متر است؟

● اگر ابزار دقيق داشته باشيد، آيا مي‌توانيد طول قد او را دقيق بگوييد؟
طول قد 15 نفر شاگرد پرسيده شده و در زير آورده شده است:

136138151148153
139141141131142
146132139159152

جدول زير را تكميل كنيد.

● فكر ميك نيد چرا عدد 140 كي بار به عنوان سرحد بالاي دسته و كي بار به عنوان 
سرحد پايين دستة ديگری آورده شده است.

● اگر طول قد يکي از افراد 140 سانتي متر باشد، در كدام دسته فكر ميك نيد قرار مي گيرد؟

165cm

f
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هرگاه متحول پيوستهي‌ی داشته باشيم، در دسته‌بندي Data، سرحد بالایی كي دسته 
با سرحد پایينی كي دسته برابر می‌باشد؟ طبق قرار داد اگر Data برابر سرحد بالایی 

باشد، درکدام دسته قرار مي گيرد.
مثال: سرعت 25 نوع موتر در زير احصائیه گیری شده است.

28484447383532
31545251364030
29293152423227

43374954

● جدول کثرت را پرك نيد.

● اگر سرعت مجاز راننده‌گي در شهر 30 يكلومتر در ساعت باشد، چند موتر بيش‌تر 
از سرعت مجاز را ننده گي كرده اند؟

● حاصل جمع كثرت دسته ها و اين عدد برابر چند است؟

پيوسته  متحول  براي  را  جدول  پس  است،  پيوسته  متحول  كي  سرعت،  چون  حل: 
ترتيب مي دهیم. عدد 30 در دستة دوم و عدد 40 در دستة سوم قرار مي گيرند. جمع 
كه برابر تعداد Data )تعداد  4 9 7 5 25n = + + + = كثرت دسته ها برابر است با: 

موترها( مي باشد. و 21 موتر بیش‌تر از سرعت مجاز را ننده‌گی کرده اند.

تمرين
Data زير را كه ضريب هوش 34 شاگرد را در سال اول مكتب نشان مي دهد، در 

نظر بگيريد:

8810110810311111110810886
961071119611210510510391
1059095899211211210092

77901067710895111
با تشيكل كي جدول به 4 دسته، حاصل جمع كثرت دسته ها، مرکز دسته ها و اوسط 

Data را پيدا كنيد.

20 – 30

30 – 40

40 – 50

50 – 66

4

f

9

7

5
n=25

سرعت تعداد

 6050 − ACKU
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فعاليت

مي دهد  انجام  خوبي  كار  اگركسي 
پاداش آن چند برابر است؟

اوسط وزني
Weighted Mean

با  را در چهار بخش  امتحان كانكور  را ختم ميك نند،  شاگردانی كه صنف دوازدهم 
ضرايب خاصي سپري می‌کنند که به اساس آن نمره‌ها به دانشکده‌های مختلف پوهنتون ها 

تقسيم مي شوند. فرض میك نيم نمره‌های دو شاگرد در امتحان كانكور قرار زير است:

رياضي با ضريب علوم طبيعي با ضريب علوم اجتماعي باضريب زبان و ادبيات با ضريب مضمون
4 3 2 3 ضریب
61 62 66 61 شاگرد اول
60 62 66 61 شاگرد دوم

                                  
                                                               
                                                                

● اوسط نمره‌های هر دو شاگرد را پيداكنيد.
● نمرة كدام مضمون تأثیر بيش‌تري روي اوسط مي گذارد؟ چرا؟
● نمرۀ كدام مضمون تأثیر كم تري روي اوسط مي گذارد؟ چرا؟

● اگر به نمرة رياضي شاگردان 5 نمره زياد و به نمرۀ اجتماعيات شاگردان نیز 5 نمره 
زياد شود، در کدام حالت قیمت تغییر اوسط بیش‌تر خواهد بود؟

اول دوم اولءء ACKU
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تمرين

اگر Data با ضريب خاصي بيان شده باشند، به اين معناست كه تأثیر Data ‌كيسان 
نبوده، بسته گي  به ضريب آن دارد. در اين حالت در جدول كثرت ضريب‌ها به عنوان 
كثرت آن Data به حساب آمده و با w نشان داده می‌شوند. اوسط به دست آمده در 

اين حالت را اوسط وزني مي ناميم.

=اوسط وزنی 1 1 2 2

1 2

...
...

n n

n

w x w x w xx
w w w

+ + +
=

+ + +
 D،C ،B ،A مثال: در بعضی از پوهنتون ها نمره‌ها برحسب نمره هاي حروفي مانند
و F اعلان مي شود، در اين پوهنتون ها A داراي قیمتB ،4 داراي قیمتC ،3 داراي 
قیمت D ‌،2 داراي قیمت1 و F داراي قیمت صفر می باشد. محصلي نمره‌های زير را 

كسب كرده است.

- اوسط نمره‌های اين محصل چند است؟
حل:

12n تعداد کریدت =

9 = اوسط وزنی 12 4 9 4 38 3.16
12 12

x + + + +
= = =  

- اگر در كي امتحان كانكور نمره‌های كي شاگرد به ترتيب 53 , 61 , 65 , 70 
و  ضرايب آن به ترتیب1، 1 ، 2 ، 3 باشد، اوسط وزنی نمره‌های اين شاگرد را 

حساب كنيد.

B

A

C

B

A

3

3

2

3

1

3

4

2

3

4

3 × 3 = 9

4 × 3 = 12

2 × 2 = 4

3 × 3 = 9

4 ×1 = 4

W · Xنمره حروفي x= تعداد کريدت‌ها w= نمره عددي
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فعاليت

اگر طول كي مستطيل 25 سانتي متر، 
ع��رض آن 10 س��انتي متر و ط��ول 
مستطيل ديگر 23 سانتي متر و عرض 
آن 11 سانتي متر باشد، مساحت‌های 
اين دو مستطيل را پيدا نموده و با هم 

مقايسه كنيد.

گراف مستطيلي
Histogram 

اندازۀ قد  70 تن شاگرد كي مكتب در جدول زير داده شده است.

● درگراف بالا قاعدۀ مستطيل ها چه چيزي را نشان مي دهد؟

● مساحت هر مستطيل را به دست آريد. مساحت مستطيل ها چه چيزي را نشان مي دهند؟

● طول مستطيل ها )ارتفاع( چه چيزي را نشان مي دهند؟

● گراف بالا با گراف میله‌یی چه تفاوتی دارد؟

بار ديگر اندازة قد 500 شاگرد كي مكتب را كه در جدول زير داده شده است در نظر مي‌گيريم:

25cm

10cm S1
23cm

11cm S2

S1 S2<
?

150 – 160

15f

160 – 165

20

165 – 170

25

170 – 180

10

158 – 162

25

162 – 166

50

166 – 170

200

170 – 174

175

174 – 178

50

 

 

 

f 

150

10

15

20

25

160 165 170 180O

 

 

قد به سانتی متر    
کثرت

158-162   162-166    166-170   170-174   174-178

25            50            200           175            50    
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● با توجه به جدول مستطیلی، طول قاعدة مستطيل چه چيزي را نشان مي هد؟
● طول مستطيل چه چيزي را نشان مي دهد؟

● گراف بالا با گراف ميلهي ي چه تفاوت دارد؟

در نمايش Data پيوس��ته، از گراف مستطيلي استفاده ميك نيم، در اين گراف عرض 
مس��تطيل ها برابر طول دسته هاس��ت. در گراف مستطيلي، مس��احت های مستطیل نشان 
دهندة كثرت هر دسته بوده و با‌كيديگر خوب‌تر مقايسه مي شوند. مساحت مستطیل ها 

کثرت دسته ها را نشان می دهند.
مستقیماً  را  كثرت  مساحت های  عوض  مي توان  باشند،  برابر  باهم  دسته ها  طول  اگر 

مقايسه نماییم. در اين وضعيت محور عمودي كثرت را نشان مي دهد.
مثال: وزن شاگردان كي صنف توسط جدول زير داده شده است:

گراف  ترسيم  از  قبل  نيستند.  مساوي  دسته‌ها  فاصلة  كه  مي گردد  مشاهده  اين‌جا  در 
دسته ها  تمام  به  مشترك  فاصلة  كي  به  نظر  مستطيل‌ها  ارتفاع  تا  كافيست  مستطيلي 
دريافت گردد. در اين مثال 5kg مشترك است. اندازه تعداد فاصله‌ها و کثرت‌ها نظر 
به فاصلة مشترک تعیین می‌گردد. در این‌جا می‌توان تعداد فاصله‌های واحد‌ها را قرار 

زیر ارایه نمود:
براي دستۀ 45- 40  كي واحد
براي دستۀ 50- 45 كي واحد

براي دستۀ 60- 50 دو واحد
براي دستۀ 70- 60 دو واحد

براي دستۀ 90- 70  چهار واحد
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fتعداد شاگردان ACKU
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برای تعیین کثرت‌ها نظر به فاصلة واحد، تعداد شاگردان هر دسته را تقسیم فاصلة واحد 
مربوطه می‌کنیم و یا برای پیدا کردن طول عمودی مس��تطیل‌ها، کثرت هر دس��ته را بر 

طول دسته تقسیم می‌کنیم:

حال نظر به نتايج حاصل شده جدول زير را ترتيب و گراف مستطيلي مثال داده شده 
را ترسيم ميك‌نيم.

40-45

4

45-50

6

50-60

6

60-70

4

70-90

2

kg وزن شاگردان به
کثرت نظر به فاصله واحد
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تمرين

1- جدول زير تعداد مريضان كي شفاخانه را که با تعداد روز هاي معين که در شفاخانه 
بستری شده اند، نشان می دهد.

- گراف مستطيلي جدول بالا را ترسيم كنيد.

2-  50 ش��اگرد كي صنف در امتحان IQ پیمایش )ذکاوت( ش��ركت نمودند. نتايج 
به‌دست آمده به شرح زيراست:

12211711411213092118109113115
118116106111112124113108107127
114100103115124110118118107121
110116126121135104123116124104
1121171131071031021299813494

- جدول كثرت را براي Data تشيكل دهید. براي اين جدول 7 گروه با طول دستة 
مساوي در نظربگیريد.

- گراف مستطيلي اين Data را رسم كنيد.
- چه نتيجه مي‌گيريد؟
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تعداد روزها

fتعداد مریضان
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فعاليت

ش��كل مقابل مقطع افق��ی كي كنده 
چوب است. خطوطی را كه در مقطع 

اين چوب مي‌بينيد چه شكلی دارند؟

گراف دايره‌يي

وزارت معارف افغانستان در سال 1378 ارقام زير را در مورد تعداد شاگردان مكاتب 
به دست نشر سپرده است: تعداد شاگردان دورۀ ابتدايی 250000 ، تعداد شاگردان 

مكاتب دورۀ متوسط200000، تعداد شاگردان دورۀ ثانوي 150000، مي باشند.
● اگر كثرت نسبي هر داتا را به 360 درجه ضرب كنيم هر دوره چند درجه خواهد بود؟

● كي دايره رسم نموده زواياي مركزي را به اندازة اعداد به دست آمده جدا كنيد. 
داخل هر زاويه نام دورۀ تحصيلي مربوط به آن را بنويسيد .

● كي عنوان براي گراف انتخاب كنيد و در زير آن بنويسيد.
● در گراف دايره‌یی چه چيزي با هم مقايسه مي شود؟

● اگر دايرة بزرگ‌تر يا كوچ‌كتر رسم نمایید، در تفسير گراف دايرهي ي شما تغييري 
ايجاد مي شود؟

از فعاليت بالا فهميده شد كه مي توانيم Data را توسط كي دايره نمايش دهيم، نشان 
دادن Data به كمك دايره را گراف دايره‌یی مي گويند.

درگراف دايرهي ي ابتدا نسبت كثرت هر دسته را بر تعداد كلData تقسیم و ضرب در 
360 كه زاوية مركزي همان دسته را نشان مي دهد، می‌نماییم. يعني: 

360× 

Data تعداد كل
Data كثرت	کثرت برحسب درجه =

ACKU
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تمرين

مثال: موسسه‌یی به تعداد 200 نفر كارمند دارد که برحسب سویۀ تحصيلی به صورت 
زير تقسيمات شده اند:

گراف دايره یي مربوط به اين Data به صورت زير است:

f

با در نظرداشت جدول زير،گراف دايره‌یی تقسيمات خانواده‌ها را بر حسب جمعیت 
شان رسم كنيد.

- گراف دايره‌یی براي چه نوع متحولي مناسب است؟
- اگر كثرت Data را دو برابر كنيم، آيا زاوية مركزي تغییر می کند؟

5
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فعاليت

اگر از ش��ما بپرس��ند که به طور متوسط 
نمره هاي ش��ما چند اس��ت؟ از اوس��ط 
اس��تفاده ميك نید. اگر از ش��ما بپرس��ند 
نمره هایي ك��ه با بيش‌تري��ن دفعات در 
اطلاعنامة شما ديده مي شود چند است؟ 
مد را پيدا ميك نيد. اگر از ش��ما بپرسند 
ش��ما در بین ش��اگردان خ��وب صنف 
قرار داريد يا در بین ش��اگردان ضعيف؟   

چطور به اين سوال جواب مي دهيد؟

مــيانـه
Median

● فكر میك‌نيد لغت »ميانه« يعني چه؟
● اگر تعدادي Data داشته باشیم چطور مي توانيم مقدار وسطي را پيدا كنيم؟

● اگر تعداد Data تاق باشد، آيا مقدار وسطي در ميانه Data و جود دارد؟
● اگر تعداد Data جفت باشند، آيا مقدار وسطي در ميانه Data و جود دارد؟

● آیا می توانیم مقدار وسطی را بدون مرتب کردن Data به دست آریم؟

● اگ��ر مقدار Data جفت باش��د، حدس مي زنيد چه مق��داري را مي توانيد به عنوان 
مقدار وسطي انتخاب كنيد؟

● Data زير را در نظر بگيريد:

2 	3 	5 	1 	4
- مقدار وسطي را پيدا كنيد. 

- تعداد Data بعد از مقدار وسطي با تعداد Data قبل از آن چه رابطه دارد؟
Data زير را در نظر بگيريد:

2 	3 	5 	1 	4 	5
قبل از آن   Data بعد از آن با تعداد  Data كي عدد وسطي پيدا كنيد كه تعداد -

برابر باشد.

?

2 6 9 3 4 10

2 3 4 6 9 10

4+6 =5
2

Data بع��د از آن با تعداد Data مق��داري را كه تعداد Data پ��س از مرتب كردن
 قبل از آن برابر باش��د ميانه مي‌گوييم. اگر تعداد Dataتاق باش��د، ميانه خود كيي از 
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تمرين

Data است، ولي اگر تعداد Data جفت باشد، ميانه وسط دو Data مابینی است.
مثال 1: درآمد ما هانۀ 5 خانواده برحسب افغاني قرار زير داده شده است:

10000      7000      4000      6000      3000
ميانة اين Data را حساب كنيد.

حل: اول Data را مرتب ميك نيم.
3000       4000       6000      7000      10000

ديده مي ش��ود كه عدد 6000 در وسط اعداد قرار دارد، بنابراین ميانه Data بالا عدد 
6000 است.

مثال 2: ميانة Data زير را تعيین كنيد:
2 	6 	9 	3 	4 	10

حل: براي محاسبة ميانه Data را مرتب ميك نيم.
2 	3 	4 	6 	9 	10

مي بینيم كه عددي در بين Data و جود ندارد كه به خاصيت ميانه صدق كند. بنابر 
4 را در نظر بگيريد، به خاصيت ميانه صدق ميك‌ند و اين عدد  6 5

2
+

= آن اگر شما 
ميانه Data بالا می‌باشد. می بینیم که تعداد Data بعد از 5 با تعداد Data قبل از 5  

برابر است.

1- دو گروه Data زير را در نظر بگيريد: 
 100,     2 ,     0           و         3 ,     2 ,   1

ميانة آن ها را دريافت كنيد.
Data -2 زير داده شده است: 

5     ,15     , 4     , 0     , 12      , 15     , 5     , 6     , 5     , 0
ميانة اين Data را حساب كنيد.

3- اگ��ر به همه Data كي عدد ثابت جمع ش��ود، چه تأثی��ري در مقدار ميانه حاصل 
مي شود؟ با كي مثال نشان دهيد.

4- اگر Data را دو برابر كنيم چه تأثیري در مقدار ميانه حاصل مي شود؟ با كي مثال 
نشان دهيد.
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فعاليت

قد هم صنفي هاي خود را اندازه كنيد. 
فرق بين بلند ترين قد و كوتاه‌ترين قد 
را حساب كنيد. اگر  بخواهید بیش‌ترین 
فرق بین قد شاگردان را پیدا کنید، آیا 
لازم است قد شاگردان دیگر نیز اندازه 

گرفته شوند؟

ساحة تحول
Range

طول قد 10 نفر از شاگردان صنف هفتم و 10 نفر از شاگردان صنف دهم را که به 
طور تصادفی انتخاب شده بودند در زیر آورده شده است:

152 , 150, 149, 149, 148, 148, 148, 146, 145, 142 : شاگردان صنف هفتم
160 , 160, 160, 159, 158, 158, 156, 153, 151, 150  : شاگردان صنف دهم

● فرق بين بلند ترين قد و کوچک‌ترین قد را در هر دو گروپ پيدا كنيد.
● آيا فرق بين اعداد هر دو گروپ ‌كيسان است؟

Data در  بین بیش‌ترین و کم‌ترین  با داشتن فرق  باشیم،  Data را نداشته  هرگاه   ●

مورد هر دو گروپ آیا می‌توانیم این دو را با هم مقایسه کنیم؟
● آيا برابری ساحه تحول در دو گروپ به معنای یک‌سان بودن Data است؟

● با توجه به تعريف نمونه اگر اين گروپ ها را به عنوان جامعه در نظر بگيريم زياد 
بودن طول فاصله در نمونه، زياد بودن طول فاصله در جامعه را نتيجه مي دهد.

از فعاليت بالا فهميده مي شود كه طول فاصلهي‌ي كه متحول در آن امكان تغيير را دارد 
به نام س��احه تحول ياد ميك نند. اين معیار، وس��عت بين بيشترين و كم ترين Data را 

نشان مي دهد.
متوجه بايد بودكه بزرگي س��احۀ تحول نشان دهنده فرق يا پراگنده گي زياد در جامعه 
اس��ت. هر اندازه اين فرق كم تر باش��د پراگنده‌گي افراد كم تر اس��ت. افراد جامعه از 
لحاظ اين خصوصیت به هم نزد‌كيتر اند اگر س��احۀ تحول صفر باش��د، خصوصیت 
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تمرين

مورد بررس��ي همۀ افراد با هم برابر و ‌كيس��ان  اند در آن حالت جامعه را كي جامعه 
متجانس مي ناميم.

مثال : نمرات امتحان چهار و نيم ماهه دوشاگرد قرار زير داده شده است:
الف: 20 ,  21  , 25  , 32 , 33 , 35 , 36 , 37 , 38 , 39 
ب :   20 , 33  ,  34 ,  35 , 35 , 35 , 34 , 34 , 35 , 39

● ساحۀ تحول هر دو دسته را پيدا كنيد.

● پراگنده گي Data گروپ اول كمتر است يا از گروپ دوم.
حل:  ساحۀ تحول هر دوگروپ كي اندازه است.

 39 – 20 =19
پراگنده گي Data گروپ دوم كمتراست در Data گروپ دوم اعداد 34 و 35 زياد 

تكرار شده است فاصله كم است. اما پراگنده گي در گروپ اول زياد است.
ساحۀ تحول فقط با کم‌ترین و بیش‌ترین مقدار کار می‌کند و هیچ اطلاعاتی در مورد 
Data بین آن‌ها به ما نمی دهد. پس با داشتن ساحة تحول نمی توان میزان پراگنده‌گی 

Data میانی را حدس زد.

Data -1 زير را در نظر بگيريد:
1  ,  2  ,  5  ,  6  ,  6  ,  7  ,  8  ,  9  ,  10  ,  11  ,  15

● ساحۀ تحول اين Data را در يافت كنيد.

● اگر بیش‌ترین Data و کم‌ترین Data بالا را حذف كنيم ساحۀ تحول را پيدا كنيد.
بيشتر  كدام  پراگنده‌گي  بگوییدكه  و  كنيد  مقايسه  هم  با  را  تحول  دوساحه  اين   ●

است؟
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فعاليت

اگر ي��ك نقطه  از عمق در يا 1.5 متر 
باش��د فكر ميك نيد ك��ه در تمام نقاط 

عمق دريا ‌كيسان است؟

اوسط انحراف
Average  Deviation

دركي امتحان صنفي پنج نفر شاگرد نمرات زير را گرفته اند. 
20 	18 	16 	14 	12

● اوسط اين نمرات را دريافت كنيد.
● فرق اوسط از هر Data را پيدا كنيد.

● حاصل جمع فرق اوسط از هر Data را بنويسيد.

● آيا اين اتفاق هميشه مي افتد؟ فکر می کنید چرا؟

● حاصل جمع قيمت مطلقه،  فرق اوسط از هر Data را پيدا كنيد.

● قميت هاي به دست آمده را با هم مقايسه كنيد
● Data 5 دیگر خودتان مثال دهید و عملیات بالا را دوباره انجام دهید.

از فعاليت بالا فهميده مي ش��ود: وس��عتی که  بين Data و اوس��ط موجود است آن‌را 
انحراف  از اوسط مي گويند.

Data هميشه صفر است. به اين دليل براي بررسي Data مجموع انحراف از اوس��ط
از قیمت مطلقه انحراف ها اس��تفاده ميك نيم. اگر قیمت مطلق همه انحراف ها را جمع 

نموده و تقسيم برتعداد Data نماييم اوسط انحراف گفته می‌شود.
اوسط انحراف توسط فرمول زير حساب مي شود.

1 2 ... nx x x x x x

n

− + − + + −
اوسط انحراف =

			 

1.5m

?
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تمرين

Data است، ديده  تعداد   n Data و  x اوسط   ‌،Data  2 1,......, ,nx x x اين‌جا  در 
اندازه پراگنده گي  به همان  باشد  انحراف اوسط عدد بزرگ‌تر  اندازه  مي‌شود كه هر 

Data از اوسط بيشتراست.
مثال: نمرات 40 شاگرد در جدول زير داده شده است:

اوسط انحراف نمرات بالا را پيدا كنيد.
حل: ابتدا مقدار اوسط را به دست مي‌آوريم.

‌ها برابر صفر مي شود. پس بايد قميت مطلقه  ( )f x x−  همان طور كه می‌بینيم جمع 
آن با هم جمع شود.

انحراف هاي دو جمعيت A وB به صورت زير داده شده است:
-3 	-2 	-1 	0 	0 	2 	4   : Aانحراف های جمعيت 
-4 	-3 	-2 	0 	0 	1 	8    :B انحراف های جمعيت

● اوسط انحراف جمعيت A و B را دريافت كنيد.
● پراگنده گي كدام كي از جمعیت ها زياد است؟

اوسط انحراف

اوسط انحراف

f · x

2

7

4

5

10

12

5

15

25

35

45

55

10

105

100

165

450

600

5 – 37.5 = –32.5 2 × (–32.5) = –65

7 × (–22.5) = –157.5

4 × (–12.5) = –50

5 × (–2.5) = –12.5

10 × 7.5 = 75

12 × 17.5 = 210

15 – 37.5 = –22.5

25 – 37.5 = –12.5

35 – 37.5 = –2.5

45 – 37.5 = 7.5

55 – 37.5= 17.5

n = 40 ———
1500

f(x – x)x – x

175

660

اوسط داتا‌ها   fکثرت

 
5.37

40
1500

40
66045017510010510

==
+++++

=x

 
40

|210||75||5.12||50||5.157||65| ++−+−+−+−
=

 
25.14

4
570

40
210755.12505.15765

==
++++++

=
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30 – 40

2

f

7

4

5

40 – 50
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12

نمره نمراتکثرت

ACKU



217

● دسته، مجموع از Data  اند كه داراي خصوصيات مشترك باشند براي دسته بندي 

Data مراحل زير را بايد در نظر گرفت:
.Data ساحۀ تحول: وسعت بين بيش‌ترين و كم‌ترين -

- طول دسته:  نسبت ساحۀ تحول بر تعداد دسته ها.
- كثرت دسته: تعداد Data كه در هردسته قرار دارد.

- مركز دسته: محاسبه وسط هر دسته.
سرحد  برابر  بعدي  دسته  بالاي  سرحد  باشند  پيوسته  متحول‌ها  اگر  بندي  دسته  در   ●

باشد آن  بالایی دسته  به سرحد  برابر   Data قبلي است. در صورتي كه  پايیني دسته 
Data متعلق به دسته بعدي می‌باشد.

مجموع تعداد Data دسته ها برابر  به تعداد كل داده است.
 2 1,....., ,nw w w 2  به ترتيب داراي ضريب هاي  1,........, ,nx x x Data فرض كنيد ●

باشد، اين اطلاعات را مي‌توان در جدول زير خلاصه كرد:

1X

1W

2X

2W

…

…
nX

nW

			 

در اين صورت اوسط Data بالا به صورت زير محاسبه مي‌شود:
1 اوسط وزني  1 2 2

1 2

.....
.....

n n

n

w x w x w x
w w w

+ + +
=

+ + +

● هستو گرام يا گراف مستطيلي عبارت از گرافي است كه در آن توزيع كثرت توسط 

مستطيل ها نشان داده مي شود. 
عرض مستطيل يا قاعده مستطيل برابر به طول دسته و طول مستطيل یا ارتفاع مستطيل 

برابر به كثرت دسته است.
در  مي باشد.  دسته  كثرت  و  دسته  طول  ضرب  حاصل  به  برابر  مستطيل  هر  مساحت 
گراف مستطيلي، مستطيل‌ها باهم پيوسته و از متحولين پيوسته براي نشان دادن گراف 

استفاده مي‌شود.

نكات مهم فصل هشتم

داتا ها
ضريب)وزن(
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● دايره‌یی را به شعاع اختياري به وسيله زاويه مركزي به n قسمت تقسيم ميك‌نيم به 

قسمي كه اندازه زاويه مركزي هر كي از اين قسمت ها متناسب به كثرت آن قسمت 
باشد در این صورت زاويه مركزي نظر به دسته اول عبارت است از:

		

● براي پيداكردن ميانه در مرحله اول Data را منظم كنيد و سپس:
- اگر تعداد Data تاق باشند ميانة Data، Data مابيني است.

- اگر تعداد Data جفت باشند ميانه وسط دو Data مابيني است.
● ساحه تحول عبارت از تفاوت كوچ‌كترين Data از بزرگ‌ترين Data در مجموع 

Data  مي باشد يا بعبارۀ ديگر ساحه تحول عبارت است طول فاصله است که متحول 
در آن ساحه تغییر می‌کند.

● تفاضل اوسط از هر Data را انحراف از اوسط گويند.
براي  را  آن  فرمول  و  هاست  انحراف  مطلقه  قیمت  اوسط  از  عبارت  انحراف  اوسط 

Data مربوطه مي توان به صورت زير نوشت:
   			 

اوسط انحراف   
n

xxxxxx n −++−+−
=

...21

360× 

تعداد كل داتاها
كثرت داتاها

= کثرت برحسب درجه	
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تمرينات فصل هشتم

1- جدول زیر را تکمیل کنید.
دستهکثرتمرکز دستهکثرت تجمعی

127.5-10.5
1010.5-13.5
1513.5-16.5

● جدول بالا دسته بندی کدام Data رانشان می‌دهد؟ )پیوسته یا مجزا؟(
2- جدول زیر طول قد 100 جوان بیست ساله را نشان می‌دهد.

دستهکثرتمرکز دسته
15315149.5-156.5
16020156.5-163.5
16730163.5-170.5
17425170.5-177.5
18110177.5-184.5

● گراف مستطیلی آن را ترسیم کنید.
3- سرمایه به اندازه 200 میلیون افغانی به شهر‌های D،C،B،A و ‌E به کار انداخته شده 

طوری که:
 در شهر A برای 110 میلیون، در شهر B برای 32 میلیون، در شهر C برای 24 میلیون

E,20  میلیون معلومات داده شده را در  در شهر D برای 14 میلیون، در دیگر شهر‌های 
جدول زیر تکمیل وگراف دایره‌یی آن را ترسیم کنید.

سرمایه به درجه سرمایه به فیصدی تقسيم سرمایه به میلیون شهر ها
110 A
32 B
24 C
14 D
20 E

4- یک تعداد خانواده‌ها با تعداد اعضای آن درجدول زیر داده شده است.
8 15 12 18 خانواده
8 5 4 2 اعضاي خانواده
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●  مود)Mode( را دریافت کنید.
●   میانه را دریافت کنید.

●   اوسط را پیدا کنید.
●   ساحه تحول را محاسبه کنید.

5- اندازه قد شاگردان یک صنف توسط جدول زیر داده شده است:
اندازه قد 1.5-1.6 1.6-1.7 1.7-1.8 1.8-1.9 1.9-2

کثرت 5 16 9 4 1
دسته مد را مشخص کنید، طول دسته‌ها را حساب کنید، اوسط را دریافت کنید.

6- یک معلم براي محاسبه اوسط یک امتحان صنفی چنین عمل کرد:

اوسط امتحان  
25

15112511310397826341 ⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+⋅
=

●  تعداد شاگردان صنف چند است؟
●  چند نمره بین 8 و 13 قرار دارد)شمول 8 و 13(؟

●  اوسط عمومی چند است؟
نشان  نموده  مطالعه  ماه  یک  در  شاگردان  که  کتب  تعداد  زیر  میله‌یی  گراف  7-نمایش 

می‌دهد.
●  جدول احصاییوی ترتیب گردد.

●  اوسط کتاب‌های مطالعه شده در ماه چند  است؟

8- اگر ساحه تحول برابر صفر باشد در باره Data چه نتیجه می‌گیرید؟
9- اگر به Data یک مقدار ثابت علاوه کنیم ساحه تحول چگونه تغییر می‌کند؟

4 شاگرد در طول هفته به ورزش اختصاص داده اند در زیر آمده  تعداد ساعاتی که   -10
است:

1 	5 	7 	9 		
● اوسط انحرافData بالا را حساب کنید.

2

28 36 39

4

6

8

10

12

14

16

18

42
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فعاليت

متحداً در هر دو حلقه چند قطعه مرغ 
آبي را مي‌بينيد.

مرغ آبي به كدام حلقه تعلق دارد؟

اتحاد حوادث اتفاقي

S و حوادث  {1 , 2 ,3 , 4 , 5 , 6}= ● در تجربه انداختن يك دانه رمل فضاي نمونة 

C را در نظر مي‌گيريم. {1 ,2}= B و  {4 , 5 , 6}=  ، A {1 , 2 ,3 }= اتفاقي 
● حادثة اتفاقي A و حادثة اتفاقي C با هم چه رابطه دارند؟

B با هم چه فرق دارند؟ A A و  B ● حوادث اتفاقي 

A اتفاق افتاده است؟ B  ●   اگر حادثه A يا حادثه B اتفاق افتد، آيا گفته  مي توانيم كه حادثه 
نيفتاده است، حادثة  اتفاق  افتاده و حادثه دلخواه ديگري كه هيچ  اتفاق   A حادثه   ●

A و A با هم چه فرق  Ο/ /Ο ناميده مي شود، گفته مي‌توانيد كه حوادث ناممكن يا
دارند؟

از فعاليت بالا مي‌توانيم نتايج  زیر را به صورت عمومي در يك فضاي نمونه S براي 
حوادث اتفاقي B ، A و C طور زير به دست آوريم:

نتيجه:
A باشد، در اين صورت: B⊆ ● هرگاه در يك فضاي نمونه S طورکیه حوادث اتفاقي

A B B=

A و  B ● در يك فضاي نمونه S ، هرگاه A و B حوادث اتفاقي باشند، حوادث 

از هم فرق ندارند، يعني: B A

A B B A= 
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B اتفاق افتد، پس حادثة اتفاقي  A يا  S، يك حادثة  ● هرگاه در يك فضاي نمونه 

A نيز اتفاق افتاده و علاوتاً صورت مي‌گيرد: B

A A B B A B⊆ ⊆ 

● حادثة ‌A در فضاي نمونه S اتفاق افتاده و يك حادثة ديگري كه هيچ وقت اتفاق 

/Ο، به معني اين است كه تنها حادثة A اتفاق افتاده است:  نمي‌افتد يعني
A AΟ =/

افتاده  اتفاق   B يا   A حادثة  كه حد اقل  است  اين  معناي  به   A B اتفاقي  حادثة   ●

است.
مثال:

هرگاه يك حادثة اتفاقي ‌C دو حادثة اتفاقي مختلف A و B را در برداشته باشند، در 
A را نيز در بردارد، با مثال واضح سازيد. B اين صورت حادثه اتفاقي 

نظر  در  را   C {1 , 2 , 3 , 4}= و   B {2 , 3}=  ،  A {1 , 2}= حوادث  حل: 
B مي‌باشند پس: C⊆ A و  C⊆ مي‌گیريم. ديده مي شود كه 

B A A B {1 , 2 , 3} A B C= = ⇒ ⊆  

1- براي حوادث اتفاقي  B ،A و C از يك فضاي نمونه S، توسط يك مثال صحت 
روابط زير را بررسي كنيد:

a( A AΟ =/  
b( A A A=  
c( (A B) C A (B C)=     

A می‌باشد. B B= A باشد با يك مثال نشان دهيد كه  B⊆ 2- اگر 
A با هم مساوي باشند، توسط گراف نشان دهيد  B 3- هرگاه حوادث اتفاقي A و 

كه حادثة اتفاقي  A، حادثة اتفاقی B را در بر دارد.

و
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از تقاطع رنگ هاي اصلی نور كدام 
رنگ هاي ديگر به وجود می‌آيد؟

تقاطع حوادث اتفاقي

S و حوادث اتفاقي  {1 , 2 ,3 , 4 , 5 , 6}= ● فضاي نمونه انداختن يك دانه رمل 

C را در نظر مي گيريم. {1 ,3, 5}= B   و  {4 , 6}=  ، A {2 , 4 ,6 }=
AB  با هم چه رابطه دارند؟  U BA  و   U ● حوادث اتفاقي 

BA  شده می‌تواند يا خير؟  U ● آيا حوادث ‌A و B در برگيرنده حادثة اتفاقي 

BC  يك حادثة غير ممكن است.  U ● نشان دهيد كه حادثة اتفاقي 
با هم  BA  را   U A و  اتفاقي  باشد، حوادث   A B در برگيرنده حادثة  اگر حادثة   ●

مقايسه كنيد.
از فعاليت بالا مي‌توانيم نتايج زير را به صورت عمومي بيان نماييم.

نتيجه:
در يك فضاي نمونه S، براي حوادث اتفاقي B ، A و C داريم:

AB  حوادث يك‌سان اند.  U و  BA  U ● حوادث اتفاقي 

BA  را در بر دارد.  U ● هر يك از حوادث اتفاقي A و B حادثة اتفاقي 

 باشد، در اين صورت حادثه هاي 
 φ=BA  U ، B و A اگر براي حوادث غير خالي ●

A  و B از هم جدا ناميده مي شوند.
φφ ● براي حادثة A  داريم: == A,ASA  U  U

			 
A مي باشد. B A= ● هرگاه حادثة B حادثة A را در بر داشته باشد، پس
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مثال:
در تيم فتبال مكتب، 3 تن از اعضاي تيم همچنان اعضاي تيم واليبال مكتب نيز مي باشند. 

تيم  اعضاي  و   ‌A به  را  فتبال  تيم  اعضاي  هرگاه 
واليبال را به B و اعضاي مشترك هردو تيم را به 
C نشان دهيم، در اين صورت رابطة بين ست ها را 

به تيوري ست بنویسيد.
A B C=

يا  ، تمام اعضاي تيم واليبال شامل هستند  B B يعني آيا مي دانيد كه در مكملة ست 
خير؟

از  تن   3 نمي باشند. چون  فتبال  تيم  اعضاي  تمام شاگرداني شامل اند كه   B در ست
شاگردان كه اعضاي تيم واليبال در عين حال اعضاي تيم فتبال اند، بنا بر این سه عنصرنیز 

B ناقص است. B شامل نمي باشند، بنابراين تيم واليبال با در نظر داشت ست  در 

BA  را توس��ط يك دياگرام برای ح��الات مختلف A و B  که  1- حادث��ة اتفاقي
حادثۀ C  آن را در بر دارد نشان داده، توضيح نماييد.

2- ب��ا ي��ك مثال برای B ، A و C که در آن C  در بر گیرندةA و B اس��ت، نش��ان 
دهيد كه:

		  

BABAb

BABAa





=

=

)()

)() 						    
			 

 3- حوادث زير را به بيان بنویسيد.
 

BAc

BAb

BAa







)

)

)      							     
  							     

A

A

S فضاى نمونه

A

S

B

C

A B ست اعضاى تيم فتبال

تنها اعضاى
تيم فتبال

هم اعضاى تيم واليبال و هم اعضاى تيم فتبال

ست اعضاى تيم واليبال

تنها اعضاى
تيم واليبال
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اتفاقي  حادثة  و   S {1 , 2 ,3 , 4 , 5 , 6}= رمل دانه  يك  انداختن  نمونة  فضاي   ●

A را در نظر مي گيريم. {1 , 3 ,5 }=
A كدام حادثۀ اتفاقي شده مي‌تواند؟ ● مكمله حادثة اتفاقي A يعني 

A نباشد. ● يك حادثة اتفاقي را دريافت نماييد كه شامل A باشد اما شامل 
● آيا مي توانيد حادثه‌يي را از فضاي نمونه S دريافت نماييد كه هم‌زمان نه شامل A و 

A باشد؟ نه شامل
A  با حادثة مطمئن-ممکن چه رابطهی‌ی دارد؟ ● اتحاد حوادث اتفاقي A و 

A  با حادثة ناممكن چه رابطهی‌ی دارد؟ ● تقاطع حوادث A و 

ست كلي و مكمله

از فعاليت بالا نتيجة زير را به دست مي آوريم:
نتيجه:

هرگاه S يك فضاي نمونه و A يك حادثة اتفاقي آن باشد:
حادثة اتفاقي است كه هم‌زمان با آن حادثة A اتفاق نمي افتد. A ●

● براي هر حادثة اتفاقي A صورت مي‌گيرد:
A A S=       )a

P(A A) P(S) 1= =      )b
P(A) 1 P(A)= −       )c

A

A

S فضاى نمونه

A

S

B

C

A B ست اعضاى تيم فتبال

تنها اعضاى
تيم فتبال

هم اعضاى تيم واليبال و هم اعضاى تيم فتبال

ست اعضاى تيم واليبال

تنها اعضاى
تيم واليبال

اگر S ولایات افغانستان و A ولایات 
س��مت ش��مال و B باق��ی ولای��ات 
  BS − AS  و  − افغانس��تان باش��د 

کدام ولایات را نشان می‌دهند؟
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مثال:
بر  را در   B اتفاقي  A ، حادثة  اتفاقي  S در حالیک‌ه حادثة  نمونه  اگر در يك فضاي 
A را  ، حادثة اتفاقي B داشته باشد، به صورت گرافيكي نشان دهيد كه حادثة اتفاقي

در بر دارد.
B ) را که توسط نواحی خط خط شده  A و  B بوده، هرگاه ما در شكل  A⊆ چون 
عمودی و افقی مشخص شده اند( را تشكيل دهيم، قرار شكل زير به وضاحت ديده 

A B⊆ مي شود كه: 

1- توسط يك مثال و گراف براي يك فضاي نمونة S  حوادث اتفاقي A و B نشان 
دهيد كه:

a(        (A B) A B=   
b(        S = Ο/  
c(        S = Ο/  

2- در ی��ک فض��اي نمونة S و حوادث اتفاقي A و B حوادث اتفاقي زير را به عبارت 
بنويسيد:

a(      A B  
b(      (A B)  

B

A
S A A

B

S

B
B خط خط افقي    A خط خط عمودی
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هندسی  یا  جبری  قوانین  از  کنون  تا 
در حل مسایل زنده‌گی خود استفاده 

نمودیم.
آیا تا هنوز فکر کرده اید که از ست ها 
می‌توانید  خود  مسایل  حل  برای  نیز 

استفاده کنید؟

مدل سازي با ست ها

از 23 نفر شاگرد يك صنف، در مورد داشتن برادر و يا خواهر احصائيه جمع نموديم 
كه در دياگرام زير نوشته شده است.

 A به  تمام شاگردان خواهردار   در شكل، ست 
و ست تمام شاگردان برادر دار  به B نشان داده 

شده است.
زير  فعاليت  سؤالات  به  گرفته  نظر  در  را  شكل 

پاسخ دريافت كنيد.
● چند نفر خواهر دارند؟

● چند نفر برادر دارند؟

● چند نفر هم خواهر و هم برادر دارند؟

● چند نفر نه خواهر و نه برادر دارند؟

● چگونه اين مسأله را مي‌توان به زبان رياضي نوشت؟

● تمام كساني كه خواهر ندارند چند نفر اند؟
ديده مي شود كه گراف فوق مي‌تواند به تمام سؤالات فوق و امثال آن به خوبي جواب دهد.

 بنابراين از فعاليت بالا نتيجة زير را به دست مي‌آوريم:

?

{2,4,6,8}A  {1,3,5,7}B 

A B

C

S

AB

S
فنص نادرگاش مامت تس
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نتيجه: ديده مي شود كه با دانش تيوري ست مي‌توان حل شماری مسايل را كه در 
زنده گي روزمره به آن بر مي‌خوريم دريافت نموده و آن ها را ارزيابي نماييم.

تطبيق تيوري ست در احتمالات و يا به عبارة ديگر حل مسايل وقوع حوادث اتفاقي و 
ارایه آن توسط تيوري ست نيز يك ساحة ديگر با اهمیت تطبيق تيوري ست به شمار 

مي رود.
مثال:

فضاي نمونة S و حوادث اتفاقي B ، A و C را كه قرار دياگرام زير داده شده اند در 
نظر بگيريد. مطلوب است.

a( احتمال اين كه حادثة A يا B اتفاق افتد.
b( احتمال اين كه حادثه A اتفاق افتد.
c( احتمال اين كه حادثة C اتفاق نیفتد.

حل:
A بوده و چون حوادث جدا از هم اند  B a( احتمال A يا B در حقيقت احتمال 

A است بنابراين: B = Ο/ يعني 
P(A B) P(A) P(B)= +

A است كه حادثة  b( احتمال اين كه حادثة A اتفاق افتد عبارت از حادثه مكمل ۀ 
A اتفاق نه افتاده است، به عبارت دیگر حادثه‌يي است كه حادثة C يا B اتفاق نیفتد، 

P(A) است؛ بنابراين: 1 P(A)= − P(A) چون  P(C B)=  پس: 
P(A) 1 (P(C B)) 1 P(C) P(B)= − = − −

c( احتمال اين كه حادثة C اتفاق نيفتد، برابر با احتمال حادثه‌يي است كه حادثة A يا 
A بوده بنابراين داريم كه: B B اتفاق مي افتد و اين عبارت از حادثة 

P(C) P(A B) P(A) P(B)= = +

1- مثالي كه در فعاليت از آن استفاده شده در نظر بگيريد:
a( مطلوب است احتمال آن كه از بين صنف يك شاگرد به صورت تصادفي انتخاب 

گردد و خواهر و برادر نداشته باشد.
b( احتمال انتخاب يك شاگرد را كه به صورت تصادفي یا اتفاقی انتخاب مي گردد، 

دريافت كنيد كه حداقل خواهر و يا برادر داشته باشد.

A B

C

S

AB

S
فنص نادرگاش مامت تس
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از دو صن��ف ‌A و B ، س��ه نف��ر به  تیم 
پهلواني انتخاب شده اند.

اعض��ای تی��م A و B ب��ه چند ش��كل 
می‌توانند با هم کُشتی بگيريد؟

اصل شمارش

دو عدد پتلون به رنگ هاي س��ياه و سرمه‌يي را با س��ه عدد پيراهن به رنگ هاي سفيد، 
آبي  و فولادي در نظر بگيريد:

● به چند شكل مي‌توانيم آن‌ها را با هم بپوشيم.
● براي ترتيب شمارش از گراف درختي استفاده كنيد.

● چه رابطه‌يي بين تعداد كل امكانات پوشيدن و تعداد پوشیدن پتلون ها و پيراهن ها 

وجود دارد؟

از فعاليت بالا مي توانيم نتیجة زير را به دست آريم:
نتيجه:

1- در تركيب عناصر دو ست، تعداد امكانات كلي مساوي به حاصل ضرب تعداد 
عناصر هر يك از مجموعه‌های تركيبي مي باشند.

2- اگر تعداد امكانات و يا عناصر يك ست m عدد و تعداد عناصر ست ديگر مساوي 
به n عدد باشد، در اين صورت هر دو انتخاب باهم به تعداد m×n  شكل امكان پذير 

مي باشند.
مثال:

با استفاده از ارقام 0، 1، 2، 3 و 4 چند عدد 2 رقمي مي‌توان تشكيل نمود؟ علاوتاً 
گراف درختي امكانات را ترسيم دريافت كنيد احتمال اين كه، از بين اعداد يك عدد 

به صورت اتفاقي انتخاب، و آن عددبه 2 قابل تقسيم باشد؟

31

A ست کشتي گیرهای صنفB ست کشتي گیرهای صنف

نفر شماره3نفر شماره1

نفر شماره2

نفر شماره1

نفر شماره3

نفر شماره2

میدان کشتی
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را  بدين منظور براي ساختن عدد 2 رقمي مذكور  دو خانة خالي امکان
براي هر رقم در نظر مي گيريم. 

براي جابجايي  امكان)بدون صفر(   4 5 رقم داده شده، فوق  از  مربع طرف چپ  در 
اعداد 0، 1، 2، 3 و 4  وجود دارد، در حالي كه براي خانة خالي طرف راست از هر 
پنج عدد 0، 1، 2، 3 و 4 مي‌توانيم استفاده نماييم؛ بدين ترتيب 5 امكان انتخاب رقم 
امكان براي تشكيل عدد دو رقمی به وسيلة  4 5 20× = وجود داردكه جمعاً به تعداد

اعداد فوق وجود دارد.
مطلب را مي‌توانيم توسط گراف 

درختي نيز نمايش دهيم؛ مثلًا:

امكانات مساعد براي اين كه رقم مذكور قابل تقسيم بر 2 باشد، به عوض 5 امكان 
در خانه طرف راست فقط 3 امكان 0 ،  2 و 4 وجود دارد كه جمعاً تعداد حالات 
4 حالت مي باشد كه  3 12× = مساعد براي تشكيل اعداد قابل تقسيم به 2 عبارت از
در اين صورت دريافت احتمال آن كه رقم انتخاب شده قابل تقسیم بر 2 باشد عبارت 

است از:
)قابلیت تقسیم به P ) 2= احتمال عددی که قابل تقسیم به 2 باشد. 12 3 0.6 60%

20 5
= = = =

آغاز 2

1

1 2

3

4

0

0 1

2

34
0

1

2

3
423

4 4
3

0

1

1- با استفاده از حروف )م، ر، ي، م( چند كلمة 4 حرفي معني دار و بدون معني را 
مي توان تشكيل داد؟ موضوع را با گراف درختي تشريح كنيد.

هرگاه از بين كلمات تركيبي به صورت تصادفي كلمه‌يي انتخاب نماييم، مطلوب است 
احتمال اين كه كلمة مذکور "مريم" باشد.

را  موبايل  تيلفون  رقمي   6 9 چند شمارة  و   8  ،7  ،4  ،1  ،0 اعداد  از  استفاده  با   -2
مي توان تشكيل نمود به شرط آن كه شمارة تيلفون از طرف چپ با رقم 077  شروع 

شده باشد.
دريافت كنيد احتمال آن كه شمارة انتخاب شده به صورت تصادفي، در طرف راست 

سه رقم 1 داشته باشد.
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● براي اين كه توانس��ته باش��يم تصوير خوبي از مقايس��ة حالات مختلف تركيب حوادث 
اتفاقي از طريق استعمال تيوري ست داشته باشيم، آن‌ها را در جدول زير با هم گرد آورده 

ايم:

A
S

A B
S

A B
S

A B
S

A B
S

A B
S

P(S) است 1= چون 

P(A) 1 P(A)= − پس 

P(A B)
P(A) P(B) P(A B)= + −




A B

P(A B)
P(A) P(B) P(A B)= + −



A B

دياگرام Venn احتمال حادثه
حادثه اتفاقي

ارائه بيان توسط 
ست

بيان حادثة اتفاقي

 s اتفاقي  حوادث  تمام 
كه شامل حادثة اتفاقي 
A نباشد. مكملة A و 

A يا حادثة عكس

و   A اتفاقي  حادثه 
حادثه اتفاقي B واقع 

مي شود.

حوادث  از  يكي  حد اقل 
اتفاق   B يا   A اتفاقي 

مي افتد.

A S A= −
يا

S A A= 

                                    

    

تعداد  به حاصل ضرب  مساوي  كلي  امكانات  تعداد  دو ست،  عناصر  تركيب  در  شمارش:  حل 
عناصر هر يك از مجموعه هاي تركيبي مي باشد.

مثلًا: اگر تعداد عناصر يك مجموعه به m شكل تعداد عناصر مجموعة ديگري به n شكل امكان پذير 
m شکل مي باشند. n× باشند، تعداد كل امكانات تركيب با هم، مساوي به

1- اگر S کی فضای نمونه و A کی حادثة اتفاقی آن باشد نشان دهید که :

A(P(0  است. = φ⊆A  باشد، پس:  a( 	اگر 
A(P(1 است. = ⊇AS  باشد، این صورت   b(	اگر 

   Cرا در بر داشته باشد، نشان دهید که حادثة اتفاقی B و A حوادث اتفاقی C 2- اگر حادثة اتفاقی

BA را در بر دارد. هم‌چنان حادثة اتفاقی
BA  کی دیگر را در بر داشته باشد،  3- اگر S کی فضای نمونه A و  B حوادث اتفاقی  B و

BA و B با هم برابر است. نشان دهید که احتمال وقوع حوادث
B حادثة   A را در کی فضای  نمونه S در بر داشته باشد؛ نشان دهید که  اتفاقی  4- اگر حادثة 

BA کی دیگر را در بر دارند. حوادث اتفاقی  A و
BA با هم چه رابطه دارند؟ علاوتاً واضح سازید که احتمالات حوادث اتفاقیA و

                                                                                                          BBS =− 5- هرگاه S کی فضای نمونه وB کی حادثة اتفاقی آن باشد، نشان دهید که: 

6- توسط گراف نشان دهید که هرگاه برای دو حادثه اتفاقی A و B کی فضای نمونه S حوادث 

ABBA −=− BA با هم مساوی اند یعنی:  − و  AB− اتفاقی 
BA()BA[(A[(   مساوی به صفر است.  7- نشان دهید که احتمال حادثة اتفاقی

تمرينات فصل نهم

نكات مهم فصل 
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