
 وزارت معارف
معینیت انکشاف نصاب تعلیمی و تربیۀ معلم
 ریاست عمومی انکشاف نصاب تعلیمی

و تألیف کتب درسی

ف 9
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                      صنف 9
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a + b + c

    1396 هـ . ش.

کتاب های درســی متعلق بــه وزارت معارف بــوده خرید و 
فــروش آن در بازار جداً ممنوع اســت. بــا متخلفین برخورد 

جدی صورت می گیرد.
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 دا عــــزت د هـــر افـغـان دى
 هر بچی يې قهرمـــــان دى
ازبـکــــــــو د  بـــــلـوڅـــــــو   د 
 د تـــرکـمنـــــــو د تـــاجـکــــــو
 پــاميــريـــان، نـورســـتانيــــان
 هـــم ايمـــاق، هم پشـه ېان
 لـکـه لـمــر پـر شـــنـه آســـمـان
 لـکــــه زړه وي جـــاويــــــدان
 وايـــو الله اکبر وايو الله اکبر

افغانســـتـــان دى  دا وطن 
 کور د سولې کور د تورې
 دا وطن د ټولـــو کـور دى
 د پښـــتــون  او هـــــزاره وو
 ورســـره عرب، گوجــر دي
 براهوي دي، قزلباش دي
 دا هيــــــواد به تل ځليږي
 په ســـينــه کې د آســـيـــا به
 نوم د حق مـــو دى رهبـــر

سرود ملی
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مؤلفان
• پوهیالی حمدالله شیرزی وردگ عضو تیم پروژة تألیف کتب درسی وزارت معارف

• پوهنمل طلاباز حبیب زی عضو تیم پروژه تألیف کتب درسی وزارت معارف
• پوهندوی خالقداد فیروزکوهی عضو تیم پروژه تألیف کتب درسی وزارت معارف

• دکتور ماخان شینواری عضو تیم پروژة تألیف کتب درسی وزارت معارف
• سرمؤلف میرنقیب الله عضو علمی ریاست انکشاف نصاب تعلیمی و تألیف کتب درسی

ایدیت علمی
• پوهنمل طلاباز حبیب زی عضو تیم پروژه تألیف کتب درسی وزارت معارف

• سرمؤلف عبدالنبی واحدی مشاور وزارت معارف

ایدیت زبان 

• دکتور اسدالله محقق عضو تیم پروژه تألیف کتب درسی وزارت معارف

کمیتۀ دینی، سیاسی و فرهنگی:
- دکتور محمد یوسف نیازی 

-  مولوی عبدالصبور عربی 
_ حبیب الله راحل مشاور وزارت معارف در ریاست انکشاف نصاب تعلیمی و تألیف کتب درسی

کمیتۀ  نظارت:
-  دکتوراسدالله محقق معین انکشاف نصاب تعلیمی و تربیۀ معلم

- دکتور شیر علی ظریفی رئیس پروژة انکشاف نصاب تعلیمی
- سرمؤلف عبدالظاهر گلستانی رئیس عمومی انکشاف نصاب تعلیمی و تألیف  کتب درسی

کمپوز و دیزاین:
• ولید نوید نسیمی

• محمد اشرف امین

تنظیم امور چاپ: محمد کبیر حقمل رئیس نشرات و اطلاعات وزارت معارف

ب
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بسم الله الرحمن الرحیم

پیام وزیر معارف
سپاس بیکران آفریدگاری را که انسان را در احسن تقویم آفرید و او را قدرت بیان بخشید و به زیور علم 
و اندیشه آراست و درود بی پایان بر پیامبر مکرم اسلام حضرت محمد مصطفی- صلی الله علیه وسلم- که 

معلم بزرگ انسانیت است و پیام آور رحمت و هدایت و روشنایی. 
تعلیم و تربیت نقطۀ آغاز هر تحول و سنگ بنای توسعه در هر جامعه است.  هدف اصلی تعلیم و تربیت 

به فعلیت رساندن نیروهای بالقوة انسان و شگوفا کردن استعدادهای درونی وی است. 
با تحولات و  تربیت محسوب می شود که همگام  تعلیم و  فرایند  ارکان مهم در  از  کتاب درسی یکی 
پیشرفت های علمی نوین و مطابق با نیازمندی های جامعه تهیه و تألیف می گردد و باید دارای ظرفیت و 
ظرافتی باشد که بتواند آموزه های دینی و اخلاقی را توأم با فرآورده های علوم جدید با میتودهای نوین 

به شاگردان منتقل کند. 
کتابی که اکنون در اختیار شما قرار دارد، بر اساس همین ویژه گی ها تهیه و تألیف شده است. سعی وزارت 
معارف همواره براین بوده که نصاب تعلیمی و کتب درسی معارف کشور، متکی بر مبانی تعلیم و تربیت 
اسلامی و حفظ هویت ملی، مطابق با معیارهای علمی و روش های تربیتی نوین بوده، استعدادهای دانش 
آموزان را در همه زمینه های اخلاقی و علمی شگوفا گرداند و قدرت تفکر، ابتکار و حس جستجوگری را 
در آن ها تقویت بخشد. ترویج فرهنگ گفتگو و رواداری، تقویت حس وطن دوستی، مهربانی، گذشت و 

همبسته گی از خواست های دیگر وزارت معارف است که باید در کتب درسی متبلور باشد.
کتاب های درسی بدون داشتن معلم خوب و مسلکی نمی تواند اهداف مورد نظر را بر آورده سازد. معلم 
یکی از ارکان مهم تعلیم و تربیت و مجری برنامه های آموزشی و تربیتی است. از معلمان و آموزگاران 
خوب، متعهد و دلسوز کشورم که ستیزه با سیاهی و نادانی را پیشۀ خود ساخته اند، صمیمانه آرزومندم 
که با تطبیق دقیق و مخلصانۀ نصاب تعلیمی، کودکان و جوانان میهن را بسوی فتح قله های رفیع دانش، 

اخلاق و معنویت رهنمون گردند.
کامیابی نظام آموزشی کشور بدون همکاری جدی مردم غیر ممکن است. ازین رو از همه اقشار و افراد 
از هیچگونه  اولیای محترم شاگردان خواهشمندم که  از خانواده ها و  افغانستان، بخصوص  ملت شریف 
دانشمندان،  نویسنده گان،  همه  از  همچنان  نورزند.  دریغ  معارف  اهداف  تحقق  جهت  در  همکاری 
متخصصان تعلیم و تربیت و اولیای محترم شاگردان تقاضا می شود که با ارائۀ نظریات و پیشنهادات سالم 

و نقدهای سازندة خود وزارت معارف را در بهبود هر چه بیشتر کتاب های درسی همکاری نمایند.
لازم می دانم از تمام مؤلفان دانشمند و کارمندان اداری و فنی وزارت معارف که در تهیه، تألیف، طبع و 

توزیع این کتاب زحمت کشیده اند و از همه نهادهای ملی و بینالمللی که در زمینۀ چاپ و توزیع کتب 
درسی همکاری نموده اند، قدردانی و تشکر نمایم. 

در اخیر از خداوند منان استدعا دارم که به لطف بی پایان خود، ما را در تحقق آرمان های مقدس معارف 
یاری رساند. إنه سمیع قریب مجیب.

دکتور اسدالله حنیف بلخی
وزیر معارف
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1 فصل اول: دایره          

•عناصر دایره، حالات یک مستقیم با دایره، موقعیت دو دایره نسبت با هم  	
•زوایای مربوط به دایره       	
•خصوصیات وتر و شعاع دایره      	
•زاویۀ محیطی دایره، زاویۀ مماسی دایره     	

27 فصل دوم، روابط بین دایره و خطوط مستقیم   
•روابط طولي در دایره 	

•طاقت یک نقطه نظر به یک دایره      	
•خط مماس به دایره، زاویۀ داخلی یک دایره، زاویۀ خارجی یک دایره  	

•دایرة محیطی، دایرة محاطی      	
•خصوصیات چهار ضلعی مرسوم به دایره     	
•ترسیم مضلع منظم، محیط و مساحت دایره     	
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•شکل عمومی معادلۀ خط مستقیم      	
•سیستم معادلات خطی       	
•حل سیستم معادلات خطی به روش تعویضی و افنأ    	
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•قضیۀ تالس در مثلثات       	
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صفحه فهرست                      
127 فصل پنجم: افاده هاي الجبري      

•تجزیه به فکتور        	
•ضرب افاده های الجبری، مجموع و تفاضل مکعبات   	

•کوچک ترین مضرب مشترک       	
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151 فصل ششم: نامساوات       

•نامساوات، حل نامساوات های خطی      	
•فاصله یا انتروال ها         	
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•معادلۀ یک مجهولۀ درجه دوم، حل معادلات یک مجهولۀ درجه  دوم   	
•روابط غیر خطی        	
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• پیوسته، اوسط وزنی   	Data دسته بندی ، Data روش دسته بندی
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1cm پرکار را  یک نقطه را روى کاغذ تعیین کنید و به اطراف این نقطه به فاصلۀ  
مکمل دور بدهید؛ شکل تشکیل شده و نقطۀ تعیین شده چه نام دارد؟ 

س��ت تمام نقاط یک مستوى که از یک نقطۀ ثابت 
فاصلۀ مساوى داشته باشد، دایره نامیده می شود. یا به 
عبارت دیگر منحنی بس��ته یی که از یک نقطۀ ثابت 
فاصلۀ مساوى داشته باشد، به نام محیط دایره و نقطۀ 
 C(o, r) ثابت را مرکز دایره می گویند و به ش��کل
نمایش داده می شود. در شکل مرکز دایره به حرف 

r نشان داده شده است.  (o) و شعاع آن به حرف

دایــره
CIRCLE

فعاليت

تعريف

به ش��کل مقابل توجه کنید و اشکال 
هندس��یی را ک��ه در ش��کل دی��ده 

می شوند نام ببرید.

O

r

Page ٢

A
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تمرين

فعاليت
D را نظر به دایره  A,B و • در شکل مقابل موقعیت نقاط 

تعیین نمایید.
• فاصلۀ نقاط را از مرکز دایره اندازه نموده با طول ش��عاع 

مقایسه کنید.
• س��ه نقطۀ دل خواه دیگر را در داخل دایره، روى دایره و 
بیرون دایره در نظر بگیرید. آیا رابطۀ دریافت شده براى این 

نقاط نیز درست است؟

1- دایره یي به شعاع  2cm رسم کنید. کدام یک از نقاط زیر در داخل دایره، خارج 
دایره و روى دایره قرار دارند:                                
•  فاصلۀ نقطۀ A  از مرکز دایره 1.4cm است.
•  فاصلۀ نقطۀ B  از مرکز دایره 2.3cm است. 

•  فاصلۀ نقطۀ C  از مرکز دایره صفر است.
است.  cm

2
4  cm از مرکز دایره  D فاصلۀ نقطۀ  •

2-  توضیح دهید چه وقت یک نقطه در روى دایره قرار مي گیرد؟

O

D

B
A

نتیجه:
1- ست نقاطی که فاصلۀ آن ها از مرکز دایره کوچک تر از شعاع دایره باشد، نقاط 

 }||/{ rOAAI <= ساحۀ داخلی دایره گفته می شود یا    
2- ست نقاطی که فاصلۀ آن ها از مرکز دایره مساوى به شعاع دایره باشد، نقاط محیط 

 }||/{ rOBBC == دایره گفته می شود یا   
3- ست نقاطی که فاصلۀ آن ها از مرکز دایره بزرگ تر از شعاع دایره باشد، نقاط ساحۀ 

         }||/{ rODDE >= خارجی دایره گفته می شود یا  
4- قسمتي از مستوى که توسط محیط دایره و سطح داخلی آن جدا می شود، سطح 

ACKUدایره نامیده می شود.
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فعاليت عناصر دایره
Elements of a  Circle

ابت��دا ش��کل دایره و تعریف��ات مربوط عناص��ر آن را در کتابچه هاى ت��ان انتقال و بعد 
تعریفات مربوطه هر عنصر دایره را به شکل مربوطۀ آن وصل کنید.

تعريف

OW

A

D

B

E

C

FG

H

r

روي  نمایید،  توجه  مقابل  شکل  به 
دارد؟  هندسی  شکل  کدام  کیک 
قسمت قطع شدۀ آن کدام عنصر دایره 

را نشان می دهد؟

OW

A

D

B

E

C

FG

H

r

(Radius)شعاع      
خطی که مرکز دایره را به یکی 
ازنقاط محیط دایره وصل نماید، 

شعاع دایره نامیده می شود.

(Arc)قوس          
یک قسمتی ازمحیط دایره به نام 

قوس دایره یاد می شود.

(Diameter)قطر        
بگذرد،  دایره  مرکز  از  که  وتري 

به نام قطر دایره یاد می شود.

(Sector)قطاع               
        آن قسمت از سطح دایره که توسط دو 
شعاع و قوس مربوطه از سطح دایره جدا شده 

باشد، قطاع دایره نامیده می شود.

(Chord)وتر          
قطعه خطی که دو نقطۀ محیط 
وتر  کند  وصل  هم  با  را  دایره 

دایره نامیده می شود.

(Segment)قطعه      
قسمتی از سطح دایره که 

توسط وتر جدا شده باشد به نام 
قطعۀ دایره یاد می شود.

ACKU
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تمرين

فعاليت
• دایره یی به شعاع 4 سانتی متر رسم کنید. بعد دایرۀ مذکور را قیچی کنید.

•  این دایره را طورى قات کنید که دو نیم دایره بالاى هم قرار گیرند.
• کاغذ را باز کنید و بگویید خط قات شده را که روى کاغذ می بینید چه نام دارد؟

• این بار دو نیم دایره را دوباره قات نموده، آن را بازکنید. چند قطعه خط را می بینید؟ 
هر کدام چه نام دارد؟  

• چهار زاویۀ تشکیل شده را اندازه گرفته، بگویید که با هم دیگر چه رابطه دارند؟
• رابطۀ قطر با شعاع دایره چیست؟

• دایره را طورى قات کنید که دو قسمت نامساوى تشکیل شود. آن را باز کنید، 
خط تشکیل شده چه نام دارد؟ اندازۀ آن را با قطر دایره مقایسه کنید.

O(C,4( را رسم نمایید. دایرۀ 
a) شعاع،  قطر، قطعه و قطاع را در شکل نشان دهید.

b) طول قطر دایره را تعیین نمایید.
c) اگر محیط آن را به چهار حصۀ مساوى تقسیم نمایید و از آن چه نتیجه می گیرید.

d) ساحۀ خارجی، داخلی و روى دایره را به رنگ هاى مختلف نشان دهید.

نتیجه:
• همان طورى که دیدیم هر گاه در هر دایره دو نقطۀ دایره را به هم وصل کنیم یک 

وتر تشکیل می شود.
• در هر دایره بزرگ ترین وتر، قطر دایره است که دو برابر شعاع مي باشد. 

• در یک دایره هر قطر وتر است ولی هر وتر قطر نیست.
 Arc) کوچک  قوس  نام  به  باشد  کوچک تر  دایره  محیط  نصف  از  که  قوسي   •

minor) یاد می گردد.
 (majorArc) قوسي که از نصف محیط دایره بزرگ تر باشد، به نام قوس بزرگ •

ACKUیاد می گردد.
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حالات یک مستقیم با دایره

• یک دایره ویک خط مستقیم را طورى رسم نمایید که با دایره یک نقطه، دو نقطه 
و هیچ نقطۀ مشترک نداشته باشد.

• از مرکز دایره به هر یک از این خطوط عمودها رسم نموده، فاصلۀ مرکز دایره از 
خط را اندازه نمایید و هر حالت را با شعاع دایره مقایسه نمایید.

فعاليت
O

r

d

O
r

d

از انجام فعالیت بالا دیده می شود که یک خط مستقیم و دایره نسبت به هم سه حالت 
زیر را دارد:

1- اگر خط مستقیم با دایره نقطۀ مشترک نداشته باشد 
این صورت  در  دارد.  قرار  دایره  خارج  مستقیم  خط 
شعاع  از  بیش تر  دایره  مرکز  از  مستقیم  خط  فاصلۀ 

rd > دایره است، یعنی: 

2- اگر خط مستقیم با دایره یک نقطۀ مشترک داشته 
باشد، مستقیم را مماس به دایره گویند. در این حالت 
فاصله خط مستقیم از مرکز دایره برابر با شعاع دایره 

rd = است، یعنی:

به ش��کل مقابل توجه نم��وده بگویید 
اش��کال با دایره در کدام حالات قرار 

دارند، هر یک را توضیح دهید.

O
r

d

O
r

d

A
B

A B

 ∆

 ∆

ACKU
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تمرين

باشد،  داشته  مشترک  نقطۀ  دو  دایره  با  مستقیم  اگر   -3 
 P و E مستقیم را قاطع گویند. در این حالت فاصلۀ مستقیم

rd < از مرکز دایره کمتر از شعاع دایره است، یعنی: 

مثال: نقطۀ O را در نظر می گیریم دو دایرۀ متحدالمرکز 
∆  از مرکز  با مرکز O با شعاع هاى 2 و 3 سانتی متر را رسم نمایید. فاصلۀ مستقیم 

2C چه رابطه دارد؟ 1C و  دایره با شعاع هاى هر دو دایرۀ 

حل: در شکل دیده می شود که: 
دایره  آن  شعاع  با  برابر   1C دایره مرکز  از  خط∆  فاصلۀ 

d=r :است؛ یعنی
2C کوچک تر از شعاع دایره  ∆ از مرکز دایره فاصلۀ خط 

d<r :است؛ یعنی

1- دایره یی به شعاع  3cm رسم نموده، در این دایره خطوطی به فاصله ها ي داده شدۀ  
زیر را رسم و حالت آن را بیان نمایید.

الف: فاصلۀ خط از مرکز دایره 2.5cm باشد.
ب: فاصلۀ خط از مرکز دایره 4cm باشد.

ج: فاصلۀ خط از مرکز دایره برابر با شعاع باشد.

Page 7

OO
r

d

B

A

C 1

C 2 

2cm 3cm

A

P

 ∆

B

E

Page 7

OO
r

d

B

A

C 1

C 2 

2cm 3cm

T

ACKU
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موقعیت دو دایره نظر به یکدیگر

فعاليت

اگر فاصله بین مراکز دو دایره مساوى 
به مجموع طول ش��عاع ها باشد، در این 
ص��ورت دو دای��ره را خارج��اً مماس 

 rrd ′+= گویند، یعنی:       

دایره  دو  مراکز  بین  فاصله  اگر 
از مجموع طول شعاع هاى  بزرگ تر 
را  این صورت دوایر  باشد، در  دوایر 
 rrd ′+> غیر متقاطع گویند، یعنی:

r
O OO' O'

r'r r'

dd

	• دو دایره را طورى رسم نمایید که:
1: با هم یک نقطۀ مشترک داشته باشند.    2: با هم دو نقطۀ مشترک داشته باشند.

3: با هم هیچ نقطۀ مشترک نداشته باشند.    
	• فاصلۀ مراکز دایره ها  را در هر یک از حالات فوق با شعاع آن ها مقایسه کنید.

از اجراى فعالیت فوق به نتیجۀ زیر می رسیم که:

r
O OO' O'

r'r r'

dd

r
O OO' O'

r'r r'

dd

به شکل مقابل توجه نموده بگویید که:
1- ارابه هاى بایسکل داراى کدام شکل 

هندسی اند.
2- ارابه ه��ا ب��ه چند حالت ب��ا هم قرار 

گرفته می توانند توضیح دهید.

ACKU
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مثال:دو دایره را طورى رسم نمایید که شعاع دایرۀ اولی6cm، فاصلۀ مرکز دایرۀ 
 شعاع دایرۀ اول باشد. در این حالت 

3
2 دوم از مرکز دایرۀ اول2cm و شعاع دایرۀ دوم 

دو دایره نسبت به هم چه موقعیت دارند؟
2r به نامیم خواهیم داشت: 1r و شعاع دایرۀ دوم را  حل: اگر شعاع دایرۀ اول را 

 2|2||46||| 21 ==−=−= rrd چون:                                   
بنابراین دوایر با هم داخلًا مماس اند.

Page 8تمرين

O O' O O' O O'

O 1

O 22

6

r

r'

d

اگ��ر فاصل��ه بی��ن مراکز دو 
دایرۀ d کوچک تر از مجموع 
ط��ول ش��عاع ها و بزرگ تر از 
حاص��ل تفریق قیم��ت مطلقۀ 
باش��د،  دوای��ر  ش��عاع هاى 
دو دای��ره ب��ا ه��م متقاطع اند.

 r r d r r′ ′− < < +
        

اگ��ر فاصله بی��ن مراکز 
دو دایره صفر باش��د به 
نام دوای��ر متحدالمرکز 

یاد می شوند، یعنی:  
                             0=d

اگ��ر فاصله بی��ن مراکز دو 
دای��ره مس��اوى ب��ه حاصل 
مطلق��ۀ  قیم��ت  تفری��ق 
باشد،  دایره  دو  ش��عاع هاى 
مم��اس  داخ��لًا  را  دوای��ر 
                d r r′= − گویند، یعنی: 

دو دایره را به شعاع هاى 6cm و 4cm در نظر گرفته طور زیر آن ها را با هم رسم 
نمایید.

ب: دوایر داخلًا مماس باشند. الف: دوایر خارجاً مماس باشند.  
د:  دوایر غیر متقاطع باشند. ج:  دوایر متقاطع باشند.  

ه� : دوایر متحدالمرکز باشند.  

Page 8

O O' O O' O O'

O 1

O 22

6

r

r'

d

1

2 1

r 6cm
2r r
3

= 
⇒

= 

2

2

2r 6
3

r 4cm

= ×

=

cm

ACKU
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فعاليت

زوایای مربوط به دایره
Angles of a Circle

زاویه یی که رأس آن در مرکز دایره و اضلاع آن از دو شعاع 
می گردد،  یاد  مرکزى  زاویۀ  به نام  باشد،  شده  تشکیل  دایره 

.α یا زاویۀ  AOB مانند زاویۀ
 اض��لاع هر زاویۀ مرکزى را از محی��ط دایره یک قوس جدا 

• در شکل بالا چند زاویه دیده می شود؟
• خصوصیات مشترک این زاویه ها چیست؟ بیان دارید.

C(O,3) را رسم کنید. • دایرۀ 
	• دو قطر عمود بر هم را در این دایره رسم نمایید.

• چند زاویۀ مرکزى تشکیل می گردد؟ اندازۀ قوس مقابل هر زاویه چند درجه است؟
• محیط این دایره چند درجه است؟

از نتیجۀ فعالیت فوق می توانیم بنویسیم: 
طول یک قوس ارتباط به وسعت زاویۀ مرکزى آن دارد، یعنی:

تمرين
تعريف



B

A

O



B

A

O

360
AOB

∧

=
طول قوس

محیط دایره

به تصویر مقابل توجه نمایید:
اشکال هندسیی را که در آن مشاهده 

می گردند نام ببرید.

ACKU
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BOC و  136 , AOB 75
∧ ∧

= =  ),(  طورى ق��رار دارند اگر rOC 1-  س��ه نقط��ۀ B , A و C بالاى محیط دایرۀ

∩  را محاسبه نمایید.
AC دو زاویۀ دو طرفۀ خط OB باشد قوس BOC 136 , AOB 75

∧ ∧

= = 

180 باشد. 2- یک زاویۀ مرکزى رسم نمایید که اندازۀ آن 

تمرين

∩  که مساوى 
AB مي نماید که این قوس مس��اوى به زاویۀ مرکزى می باشد، مانند قوس

α است. به زاویۀ
بناءً می گوییم که: اندازۀ قوس مقابل زاویۀ مرکزى در دایره بر حسب درجه مساوى به 

 ∧∩∧

== αABAOB زاویۀ مرکزى است؛ یعنی:         
  (minor) قوس کوچک  پنج چند   (major) بزرگ  قوس   C(O,r) دایرۀ در  مثال1: 
است. اندازۀ قوس هاى کوچک، اندازۀ قوس بزرگ و زاویۀ مرکزى مقابل آن ها را دریابید.

 
majorPAQ

∩  
xPQmajor −=

∩
360 باشد پس قوس بزرگ آن   

xPQ or =
∩

min حل: اگر قوس کوچک
است؛ لذا می توانیم بنوسیم که:

 

EK قطر دایره باشد  و  EOJ 82=  ،  KOS 31
∧

=  زاویۀ اگر  زیر  شکل  در  مثال2: 
∩  را به درجه محاسبه کنید.

EK ∩∩∩  و

SK,KJ,SJ قوس هاى 

 ∧

Page 11

Q

A O OP

J

E K

S

31

82

 قوس مقابل زاویۀ مرکزى

o

o

ooo

o

oooo

oo

180EOKEK

82EOJJE

1299831KJSKSJ

98KJKOJ

9882180EOJ180KOJ

31SK31SOKSK

==

==

=+=+=

==

=−=−=

=⇒=+

∧∩

∧∩

∩∩∩

∧∧

∧∧

∩∧∩  
=

∩

SK
 

o

o

ooo

o

oooo

oo

180EOKEK

82EOJJE

1299831KJSKSJ

98KJKOJ

9882180EOJ180KOJ

31SK31SOKSK

==

==

=+=+=

==

=−=−=

=⇒=+

∧∩

∧∩

∩∩∩

∧∧

∧∧

∩∧∩  

o

o

ooo

o

oooo

oo

180EOKEK

82EOJJE

1299831KJSKSJ

98KJKOJ

9882180EOJ180KOJ

31SK31SOKSK

==

==

=+=+=

==

=−=−=

=⇒=+

∧∩

∧∩

∩∩∩

∧∧

∧∧

∩∧∩

 98KJKOJ ==
∩∧
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Q

A O OP

J

E K

S

31

82 x

 

o

oo

o

o

o

3006055xPAQ

360xPOQ60x

3606x
3605xx

5PQPAQ

360PAQPQ

minmag

=×==

==⇒=

=

=+

=

=+

∩

∧

∩∩

∩∩

 60
 

 maj
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از نتیجۀ این فعالیت می توانیم طور زیر قضیه را بیان و ثبوت نماییم.
قضیه: در هر دایره قطر عمود بر وتر، وتر و قوس هاى مقابل آن ها را تنصیف میکند.

Δ   می توانیم بنویسیم که: 

1AOH و  Δ

2BOH ثبوت: از دو مثلث 

زاویه هاى  و   AH HB= که می آید  دست  به  نتیجه  چنین  مثلث  دو  تساوى  از  بناءً 
∩∩  است.

= EBAE 1 با هم مساوى بوده، در نتیجه  2AOH BOHو مرکزى
C(O,26) داده شده اگر فاصلۀ عمودى وترAB از مرکز دایره 10 واحد  مثال: دایرۀ

باشد، طول وترAB را محاسبه کنید.

فعاليت

خصوصیات وتر دایره

r,O(C( وترAB ر ا رسم کنید. در دایرۀ 
قطر ED دایره را طورى رسم نمایید که مثلثي بر وتر AB در نقطۀ H عمود باشد.
نقطۀ (O) را بهA وB وصل نمایید مثلثی که تشکیل می شود چه نوع مثلث است؟

<) را بگذارید. >= یا  , در جاهاى خالی علامت مناسب(

1 2

O

A B
E

H

D

A B

D

C

1 2

O

A B
E

H

D

A B

D

C

1 2

OA OB.........

H H .......... AOH OHB
OH OH........

∧ ∧ ∆ ∆

= 
= ⇒ ≅
= 

شعاع دایره

قایمه
مشترک

به ش��کل مقابل توج��ه نمایید، خطوط 
CD ،AB و EF را به ن��ام چ��ه ی��اد 

می کنند؟
خصوصیت مس��تقیم EF چیس��ت و با 

AB و CD چه ارتباط دارد؟

E

F

O

 HBAHEBAEOBOA ,,
∩∩

ACKU
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تمرين

فعاليت

 نظر به قضیۀ فیثاغورث داریم که:
∆

OHA حل: در مثلث

O(C,3( را ترسیم نمایید. • دایره 
• در دایره دو وتر مساوىPQ وRS را رسم نمایید.

• از مرکز دایره بالاىPQ وRS عمودها را رسم کنید، طول آن ها را اندازه کنید.

C(O,13) وترAB از مرکز دایره به فاصلۀ پنج واحد قرار دارد، طول 1- در دایرۀ 
AB را دریابید. 

2- ثبوت کنید، در هر دایره قطرى که از وسط وتر بگذرد، بالاى 
آن وتر عمود است.

فاصلۀ  اگر  کنید.  رسم  را   AB=8cmوتر دایره  یک  در   -3
و  باشد، طول قطر   OH=3cm دایره  از مرکز  این وتر  عمودى 

محیط دایره را محاسبه نمایید.

Page 13

O

H
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BA
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O
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O

A

C

D

B
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از نتیجۀ این فعالیت قضیه را طور زیر بیان و ثبوت می نماییم.
قضیه: وترهاى مساوى، از مرکز دایره هم فاصله اند.

POM داریم که:  RONو ثبوت: از دو مثلث
شعاع دایره...........

قایمه........................
وترهاى مساوى........

2 2 2

22 2

2 2 2

2

OA AH OH

(26) AH (10)

AH (26) (10)

AH 676 100 576

AH 24

AB 2AH 2 24 48unit

= +

= +

= −

= − =

=

= = × =

در نتیجه گفته می توانیم که در هر دایره، وترهاى مساوى از مرکز هم فاصله اند.

OP OR

1 2

PQ RS

PQ RS
2 2

PM RN

POM RON

OM ON

∧ ∧

∆ ∆

=

=

=

=

=

≅

=

POM RON

OM ON

∆ ∆

≅

=
 ⇒

 RNPM =⇒
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فعاليت

خصوصیت شعاع دایره

∆ ب��ه دایرۀ  • درش��کل مقاب��ل خط مس��تقیم 
),(  در نقطۀ T مماس است. rOC

دو  به  را  Dو  C,B,A نقاط  مماس  بالاى   •
انتخاب و آن ها را به مرکز دایره   T طرف نقطۀ

وصل نمایید.
• قطعه خط ها ي تشکیل شده را توسط خط کش اندازه نمایید.

•کوتاه ترین فاصله بین مرکز دایره و مماس∆ را نشان دهید.
•کوتاه ترین فاصله بین یک نقطه و یک مستقیم کدام فاصله است؟

• از دو فقره چه نتیجه می گیرید؟

O

T


O

CB DA T


A
B

C

O



از نتیجۀ این فعالیت می توانیم قضیۀ زیر را  بیان و ثبوت نماییم.
قضیه: شعاع دایره در نقطۀ تماس بالاى مماس عمود است.

ثبوت: در شکل زیر دیده می شود که:
 OT OB OA
OT OC OD

< <
< <

می دانیم که کوتاه ترین فاصله بین یک نقطه و 
یک خط مستقیم فاصلۀ عمودى است.

OT است.  ⊥ ∆ در نتیجه گفته می توانیم که:

O

T


O

CB DA T


A
B

C

O



O

T


O

CB DA T


A
B

C

O



خط��وط OB ،OC و OA به نام چه 
یاد می شوند.

∆ با دایرۀ O و ش��عاع  ارتب��اط خط 
OB آن چیست؟

ACKU
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تمرين

,c(o در نقطۀ A مماس است. اگر  r) مثال1: در ش��کل زیر خط مس��تقیم∆  به دایرۀ
60 باشد، اندازۀ زاویۀ x را دریابید.  مساوى به AOB زاویۀ 

,r)C(o  مماس اس��ت، اگر طول  ∆ ب��ه دایره  مثـال2: در ش��کل زیر خط مس��تقیم 
OM = 4unit وON = 5unit باشد، طولMN را دریابید.

حل: می دانیم شعاع دایره در نقطۀ تماس بالاى مماس عمود است، در نتیجه در مثلث 
 با استفاده از قضیۀ فیثاغورث می توانیم بنویسیم که: 

∆

OMN قایم الزاویۀ 

شعاع  در نقطه تماس بالاى مماس عمود است.
هر مماس در نقطۀ تماس بالاى شعاعی که از نقطۀ تماس می گذرد، عمود است.

است  مماس   )r,c(P دایرۀ بالاى   ∆ مقابل  شکل  در   -1
اگر AC = 8unit و BC = 10unit طول داشته باشدAB را 

دریابید.

2- در ش��کل مقاب��ل اگ��ر WZ در نقط��ۀ T ب��ه دایرۀ 
),( مماس باشد و اگر TW = 3unit ،OS = 1unitو rOC
 OW,SN,AS,OAباشد، طول قطعه خط هاى OT = 2unit

وTXرا دریابید. 
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فعاليت

زاویۀ محیطی دایره
Inscribed Angelof a Circle

 زاویه یی که رأس آن بالاى محیط دایره واقع باشد و اضلاع آن از دو وتر دایره تشکیل 
.β یا زاویۀ

∧

ABC شده باشد، زاویۀ محیطی نامیده می شود؛ مانند زاویۀ 

 را طوري رسم 
∧

ABC ),( زاویۀ محیطی  rOC • در دایرۀ 
کنید که ضلع BC آن از مرکز دایره بگذرد.

A را به مرکز دایره O وصل نمایید. چه نوع مثلث  • نقطۀ 
تشکیل می شود؟

 در مثل��ث OAB ب��ا هم چ��ه ارتباط 
∧

B  و 
∧

A • زوای��اى 
دارند؟

• زاویۀ  AOCچه رابطه با زوایاى A  و B دارد؟

تعريف

OA

B

C



OA

B

C



OA

B

C


OA

B

C



OA

B

C



OA

B

C


OA

B

C



OA

B

C



OA

B

C


OA

B

C



OA

B

C



OA

B

C


به خاطر بیاورید:
مرکزى  زاوی��ۀ  وس��عت   •
مس��اوى به قوس مقابل  آن 

است.
• وسعت هر زاویۀ خارجی 
مجموعۀ  به  مس��اوى  مثلث 
وس��عت دو زاوی��ۀ داخلی 

غیر مجاور آن است.

شکل مقابل دایرۀ مرکزى میدان فوتبال  
که حس��یب الله به بلال و بلال به الیاس 
توپ را پاس می دهد. ش��کلی را که از 
مسیر پاس دادن توپ تشکیل می گردد 

نام بگیرید.
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تمرين
1- در یک دایره  زاویۀ محیطی رسم کنید که اندازۀ آن°90 باشد؟

2- دو نقط��ۀ A وB را روى محی��ط دایره در نظر بگیرید. چند زاویۀ محیطی مس��اوى 
مقابل به قوس AB وجود دارد؟

از فعالیت صفحۀ قبل می توانیم قضیه را طور زیر بیان و ثبوت نماییم.
قضیه: وس��عت هر زاویۀ محیطی مساوى به نصف قوس مقابل که توسط آن قطع شده 

می باشد.
در این جا این قضیه را در حالتي که یکی از اضلاع زاویۀ محیطی قطر دایره است ثبوت 

می کنیم. ثبوت در حالات متباقی، کار شاگردان می باشد.
 زاویه خارجی مثلث AOB است، می توانیم بنویسیم که:

∧

AOC ثبوت: زاویۀ 

  

است.
 

 ∩
AC

2
1 وسعت زاویۀ محیطی ABC برابر به 

AB  و  AOB باشد، طول قوس  60
∧

=  C(O,r) اگر زاویۀ مرکزى مثال: در دایرۀ
 را دریابید.

∧

ACB اندازۀ زاویۀ محیطی 
حـل:  در ی��ک دای��ره از رابطه بی��ن زاویۀ مرکزى و ق��وس مقابل آن نوش��ته کرده 

 می توانیم:

o
o

o

o
o

30
2

60

2

60

60
60
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∩
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∧
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ABACB
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ABAOB

AOB

زاویۀ مرکزى

لذا:

در نتیجه

چرا......
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∧
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فعاليت

زاویۀ مماسی دایره

 زاویه ی��ي که یک ضلع آن با دایره مماس و ضلع دیگر آن 
وتر دایره و رأس آن در نقطۀ تماس بالاي محیط دایره قرار 

. θ داشته باشد زاویۀ مماسی گفته می شود، مانند زاویۀ 

),(  را ترسیم نمایید. rOC • دایرۀ
• به دایرۀ متذکره یک زاویۀ مماسی رسم نمایید.

• انجام هاى وتر دایره را به مرکز دایره وصل نموده بگویید چه نوع مثلث تشکیل می گردد؟
• از مرکز دایره بالاى وتر یک عمود رسم نمایید.

∧  و زوایاى مثلث هاى قایم الزاویۀ تشکیل شده چه رابطه 

TOP • اندازۀ زاویۀ مرکزى 
با اندازۀ زاویۀ مماسی دارد؟

تعريف

از نتیجۀ این فعالیت می توانیم قضیه را به شکل زیر بیان و ثبوت  نماییم.
قضیه: در یک دایره وسعت هر زاویۀ مماسی مساوى به نصف قوس مقابل آن است.

  
 ∧

OTC قایمۀ  زاویۀ  و   
∆

OHT قایم الزاویۀ  مثلث  از  ثبوت: 
داریم که:

 

نظ��ر به ش��کل خطوط مس��تقیمي که 
θ  را تش��کیل نموده، نام گرفته  زاویۀ 
و بگویید رأس زاویه در کدام قس��مت 

دایره واقع است؟
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تمرين

45 باشد وسعت زوایاى  r,o(C(  زاویۀ مرکزى مثال1: در شکل زیر اگر در دایرۀ
محیطی و مماسی را دریابید.

حل: با استفاده از رابطه بین زاویۀ مرکزى و قوس مقابل آن می توانیم بنویسیم که:

))62 است.  −α ∧  قرار دارد

ATX مثال2: در شکل زیر اندازۀ قوسAT ، که مقابل 
  را دریابید.

∧

ATX اندازۀ زاویۀ مماسی 
حل: با استفاده از رابطۀ وسعت زاویۀ مماسی با قوس مقابل می توانیم بنویسیم که:

زاویه هاى مماسی و محیطی که به مقابل عین قوس واقع باشند، باهم مساوي اند.
زاویۀ مماسی نصف قوس مقابل آن است.

اندازۀ زاویه هاى مماسی را در شکل هاى زیر به دست آرید.
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• دایره: ست تمام نقاط در یک مستوى که از یک نقطۀ ثابت فاصلۀ مساوى داشته 
باشند دایره نامیده می شود.

• ست تمام نقاطی که فاصلۀ آن ها از مرکز دایره کوچک تر از شعاع دایره باشد نقاط 
ساحۀ داخلی دایره گفته می شوند.

نقاط  باشد  به شعاع دایره  از مرکز دایره مساوى  نقاطی که فاصلۀ آن ها  ست تمام   •
بالاى دایره گفته می شوند.

• ست تمام نقاطی که فاصلۀ آن ها از مرکز دایره بزرگ تر از شعاع دایره باشد نقاط  
ساحۀ خارجی دایره گفته می شوند.

• قسمتی از مستوى که توسط محیط دایره و سطح داخلی آن جدا شده باشد سطح  
دایره نامیده می شود.

• شعاع دایره: خطی که مرکز دایره را به یکی از نقاط محیط دایره وصل نماید، 
شعاع دایره نامیده می شود.

• وتر دایره: قطعه خطی که دو نقطۀ محیط دایره را با هم وصل نماید وتر دایره نامیده 
می شود.

• قطر دایره: وترى که از مرکز دایره بگذرد، قطر دایره نامیده می شود.
- هر قطر از دو شعاع تشکیل گردیده است.

• قوس دایره: یک قسمت از محیط دایره به نام قوس دایره یاد می شود.
• مماس دایره: مستقیمی که با دایره تنها یک نقطۀ مشترک داشته به نام مماس دایره 

یاد می شود.
• قطعه دایره: قسمتی از سطح دایره که توسط وتر دایره جدا شده باشد، قطعۀ دایره 

یاد می شود.
• قطاع دایره: قسمتی از دایره که توسط دو شعاع و قوس مربوط از سطح دایره جدا 

شده باشد، قطاع دایره نامیده می شود.
• اگر مستقیم با دایره یک نقطۀ مشترک داشته باشد، مماس و اگر دو نقطۀ مشترک 

داشته باشد، قاطع گفته می شود.
• در هر دایره قطعه خط عمود بر وتر، وتر  را تنصیف و قوس هاى مساوى را از آن 

جدا می کند.

نکات مهم فصل اول
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• شعاع دایره در نقطۀ تماس بالاى مماس عمود است.
• وترهاى مساوى از مرکز هم فاصله اند.

• زاویۀ مرکزی: زاویه یی که رأس آن در مرکز دایره و اضلاع آن از شعاع دایره 
تشکیل شده باشد، زاویۀ مرکزى گفته می شود.

• اندازۀ وسعت هر زاویۀ مرکزى مساوى به قوس مقابل است.
 به دست می آید.

360
AOB

∧

=
طول قوس

محیط دایره
∧  از رابطۀ  

AOB • طول قوس مقابل زاویۀ مرکزى
• زاویۀ محیطی: زاویه یی که رأس آن در محیط دایره واقع بوده و اضلاع آن از دو 

وتر دایره تشکیل شده باشد، زاویۀ محیطی نامیده می شود.
• وترهاى مساوى یک دایره را زاویه هاى مساوى از مرکز جدا می کنند.

قطع شده،  آن  توسط  که  مقابل  قوس  نصف  به  مساوى  محیطی  زاویۀ  هر  وسعت   •
می باشد.

• هر زاویۀ محیطی نصف زاویۀ مرکزى است که به مقابل عین قوس واقع باشد.
• زاویۀ مماسی:  زاویه یی که یک ضلع آن مماس به دایره و ضلع دیگر آن وتر دایره 

بوده و رأس آن در نقطۀ تماس قرار داشته باشد، زاویۀ مماسی گفته می شود.
• وسعت هر زاویۀ مماسی به اندازۀ نصف قوس مقابل آن است.

• وسعت زوایاى مماسی و محیطی که مقابل عین قوس واقع باشد، با هم مساوى اند.
• وسعت هر زاویۀ مماسی متمادى به نصف زاویۀ مرکزى است که به مقابل عین قوس 

واقع باشند.
• موقعیت دو دایره با همدیگر:

_ اگر فاصلۀ بین مراکز دو دایره بزرگ تر از مجموع طول شعاع هاى دوایر باشد، دوایر 
را غیرمتقاطع می گویند.

_ اگر فاصله بین مراکز دو دایره برابر مجموع طول شعاع هاى دوایر باشد، دوایر را 
خارجاً مماس می گویند.

_ اگر فاصله بین مراکز دو دایره کوچک تر از مجموعۀ طول شعاع هاى دوایر و بزرگ تر  
از قیمت مطلقۀ حاصل تفریق شعاع هاى دوایر باشد، دوایر را متقاطع می گویند.

_ اگر فاصله بین مراکز دوایر مساوى به قیمت مطلقۀ حاصل تفریق شعاع هاى دوایر 
باشد، دوایر را با هم داخلًا مماس می گویند.

_ اگر فاصله بین مراکز دو دایره صفر باشد، دوایر را متحدالمرکز می گویند.
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• در س��والات زیر براى هر س��وال چهار جواب داده ش��ده اس��ت. جواب صحیح را 

انتخاب کنید.
1- طول قطر دایره مساوى است به:

2r (d    π2  (c          π   (b   3r  (a
2- دایره به شکل زیر نمایش داده می شود:

 drOC (),(C(o, r) (d (b,a) (c (1,2) (b 0 (a aO (
3- خط مستقیم که با دایره یک نقطۀ مشترک داشته باشد به نام:

b)مماس یاد می شود. a)وتر یاد می شود.    
d) محیط یاد می شود. c) قوس یاد می شود    
4- ست نقاطی که فاصلۀ آن ها از مرکز دایره  بزرگ تر از شعاع دایره باشد:

b)بالاى دایره گفته می شود. a) روى دایره گفته می شود.   
d)داخل دایره گفته می شود. c) خارج دایره گفته می شود.   

5- وترى که به مرکز دایره نزدیک تر باشد:
b) کوچک تر است. a) ضخیم تر است.    

d) طویل تر است. c)کوتاه تر است.     
6- اگر یک خط مستقیم دایره را در دو نقطه قطع کند آن را:

b) مماس گویند. a) مستقیم و دایره گویند.    
d) موازى گویند. c) قاطع گویند.     

80 باشد، اندازۀ قوس مقابل زاویۀ مذکور مساوى  7- اگر زاویۀ مرکزى یک دایره
است به:

80 (d 80" (c 70'(b 90 (a 

8- یک خط مستقیم با دایره در مستوى چند حالت دارد؟
a(3b(7c(4d(1

9- زاویه یی که رأس آن بالاى محیط و اضلاع آن وترهاى دایره باشند؟
b) زاویۀ مماس است. a) زاویۀ مرکزى است.     

d) زاویۀ محیطی است. c) زاویۀ محاطی است.    

تـمرینات فصل اول
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• جاهاى خالی را با کلمات مناسب پر کنید.
1- قسمتی از سطح دایره که توسط وتر از دایره جدا می شود...................................

....دایره نامیده می شود.
2- بزرگ ترین وتر دایره  ........................ است.

3- ست نقاطی که ............................................. آن ها از مرکز دایره کوچک تر از 
شعاع دایره باشد، ساحۀ ............................دایره گفته می شود.

4- وقتی که مستقیم با دایره هیچ ...................... مشترک نداشته باشد ............................ 
دایره گفته می شود.

5- در هر دایره قطر ..................... بر هر وتر، وتر را تنصیف و قوس هاى ........................ 
از آن جدا می کنند.

مربعات  مجموعۀ  به  مساوى  وتر   ............................... قایم الزاویه  مثلث  هر  در   -6
اضلاع ...................... است.

7- در هر دایره وترى که به مرکز نزدیک تر است ................................ می باشد.
8- شعاع دایره  در نقطۀ تماس بالاى .......................... عمود است.

9- زاویۀ مرکزى زاویه یی است که ................................ آن در مرکز و اضلاع آن 
......................... دایره باشد.

10- زاویه یی که یک ضلع آن به دایره ........................... و ضلع دیگر آن ..............
..................... دایره و رأس آن بالاى نقطۀ ........................... واقع باشد زاویۀ مماسی 

نامیده می شود.

• کدام یک از جملات زیر صحیح و کدام ها غلط اند، در مقابل صحیح علامۀ (ص) 
و در مقابل غلط علامۀ (غ) بگذارید.

 r به نام مرکز به اندازۀ (O) ست تمام نقاطی یک مستوى که از یک نقطۀ (  ) -1
فاصلۀ مساوى داشته باشد، دایره نامیده می شود.

) معمولاً دایره را به نام محیط آن یاد می کنند.  ) -2
) قطعه خطی که دو نقطۀ محیط دایره را وصل می کند. قطر نامیده می شود.  ) -3

) شعاع دایره نصف قطر است.  ) -4
)(   استفاده می شود. ) براى نمایش قطعۀ دایره از علامۀ   ) -5

ساحۀ  باشد،  دایره  شعاع  به  مساوى  مرکز  از  آن ها  فاصلۀ  که  نقاطی  ) ست   ) -6

ACKU
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خارج دایره گفته می شود.
جدا  آن  از  را  مختلف  قوس  دو  و  تنصیف  را  وتر  وتر،  هر  بر  عمود  قطر   (  ) -7

می کند.
) تمام دایره به نام قوس دایره یاد می شود.  ) -8

، d  قطر و r شعاع دایره است.  
2
rd = ) در رابطۀ   ) -9

) شعاع دایره در نقطۀ تماس بالاى مماس عمود است.  ) -10

• سوالات زیر را حل نمایید.
∩∩  است: 

= NIAN ON||CA  باشد ثابت کنید که  1- در شکل زیر اگر CI قطر و 

P BA

QC D

R
10 6

1

N
A

C IO
2

55
BE

A

Q
P

D

B

y

A xO

C

A
y

B

D

E

C

x

A

B

D
C

x

x

x

                                                                        
        
                               

 را دریابید.
∧

x o84AB  باشد  =
∩

o140y  و  =
∧ 2- در شکل زیر اگر 

P BA

QC D

R
10 6

1

N
A

C IO
2

55
BE

A

Q
P

D

B

y

A xO

C

A
y

B

D

E

C

x

A

B

D
C

x

x

x
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∩  داراى طول هاى 
CD ∩∩  و 

AB,BC E و قوس هاى  40
∧

=  3- در شکل زیر اگر زاویۀ
 را دریابید.

∧

ACD مساوى باشد، اندازۀ زاویۀ 

P BA

QC D

R
10 6

1

N
A

C IO
2

55
BE

A

Q
P

D

B

y

A xO

C

A
y

B

D

E

C

x

A

B

D
C

x

x

x

        

4- در اشکال زیر اندازۀ x وy را دریابید.
  

     
CD

BA

x

E 50

90

y

C

D

B

A

E
90

170

x

V

S

T

R

1

2
3

4
5

6 78

5- اندازه هاى x و y را در هر شکل زیر پیدا کنید.
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فعاليت

روابطۀ طولی در دایره

تعريف

قطعه خط هایی را که در شکل 
می بینید نام بگیرید. 

  

موجود  هندسی  شکل  یک  خطی  اجزای  اندازه های  بین  که  روابطي  طولی:  روابطۀ 
است، روابط طولی نامیده می شود. 

PAB و   r,O(C( قاطع  • از نقطۀ P خارج دایره 
PCD را رسم نمایید.

C وصل نمایید. B را به  D و  A را به  • نقطۀ 
 را روی شکل نشان دهید 

∆

PCB  و  
∆

PAD • مثلث 
و بگویید که آیا آن ها متشابه اند؟

• نسبت های تشابه را در دو مثلث فوق بنویسید.

O

BA

P
T

D
C

M

دو  مثلث  دو  در  هرگاه   •
با هم مساوی  زاویۀ مثلث 
باشند، زاویۀ سوم آن لزوماً 

با هم مساوی می شود.
متشابه  مثلث های  در   •
زاویه های  مقابل  اضلاع 

مساوی متناسب اند.

ازنتیجۀ این فعالیت قضیه را طور زیر بیان و ثبوت می نماییم.

قضی�ه )1-2(: ه��رگاه از یک نقط��ۀ خارجی بالای یک دایره دو قاطع رس��م گردد، 
حاصل ضرب هر قاطع در قطعۀ خارجی آن با هم دیگر مساوی است.

ACKU
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نتیجه

تمرين

ثبوت:
 روابط زیر موجود 

∆

PCB  و 
∆

PAD بین مثلث های 
است:

      
 

 با هم مشابه اند، 
∆

PCB و 
∆

PAD از تساوی سه زاویۀ فوق می توانیم بنویسیم که مثلث های
لذا می توانیم بنویسیم که:

طول  اگر  است   C(O,r) دایره قاطع   دو   PB PA و زیر شکل  در  مثال: 
    PC = 6 cm , PA =10 cm وPD = 4 cm باشند طول هایPB و DB را دریابید.

P رسم شده اند و با استفاده از  قضیۀ )2-1(   حل: نظر به طول قطعات که از نقطۀ 
می توانیم بنویسیم که:

 

اگر از یک نقطۀ خارجی  بالای یک دایره دو قاطع رسم گردد، حاصل ضرب هر قاطع 
در قطعۀ خارجی آن با هم دیگر مساوی است.

O

Page ٣

B
A

D
C

O
B

A
D

C 6

O

P

4

6

8 5

x

O

2x+1

2

4

x

P

O

Page ٣

B
A

D
C

O
B

A
D

C 6

O

P

4

6

8 5

x

O

2x+1

2

4

x

P

PA.PB = PC. PD
زوایای محیطی عین قوس

مشترک

D B
A C

P P

∧ ∧
∧ ∧

∧ ∧

=  ⇒ =
= 

PA PDPCB ~ PAD PA PB PC PD
PC PB

∆ ∆

⇒ = ⇒ ⋅ = ⋅

PA PC PB PD
10 6 PB 4
60 4PB
PB 15cm
DB PB PD
DB 15 4
DB 11cm

⋅ = ⋅
× = ⋅
=
=
= −
= −
=

x را دریافت کنید.  1- در اشکال زیر قیمت عددی

O

Page ٣

B
A

D
C

O
B

A
D

C 6

O

P

4

6

8 5

x

O

2x+1

2

4

x

P

O
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x
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x
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 6

P
A

B

D
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B
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طاقت یک نقطه نظر به یک دایره 

فعاليت
خارج  در  که   P مستقر  نقطۀ  از  )r,O(C دایرۀ به   ●

PB  را رسم نمایید. دایره قرار دارد قاطع 
PD  را طوری رسم نمایید  ● از نقطۀ خارجی P قاطع

r,O(C( بگذرد . که از مرکز دایره
PD  را با استفاده از قضیۀ)1-2( بنویسید. PB  و ● رابطه بین قطعات

● در رابطۀ بالا فاصله های PC و PD را بر حسب فواصل الی مرکز دایره بنویسید. 

● اگر فاصلۀ نقطۀ P تا مرکز دایره را d و شعاع دایره را r به نامیم، رابطۀ بالا را بر حسب r و 
d بنویسید.

به شکل مقابل توجه کنید.
آیا در این شکل تساوي

QR.QS = QU.QT 
 حقیقت دارد؟

از نتیجۀ این فعالیت قضیه را طور زیر بیان و ثبوت می نماییم:
قضیة)2-2(: از یک نقطۀ خارج یک مس��توی  اگر بالای دایره دو قاطع طوری رسم 
گردد ک��ه قاطع دومی نیز از مرکز دایره بگذرد، در این صورت حاصل ضرب قطعات 
22 بوده که در آن، d فاصله نقطۀ ثابت از  rd − قاطع اولی مساوی به یک مقدار ثابت 

مرکز دایره و r شعاع دایره است.
حالت اول: در این جا قضیه را در حالتی که نقطۀ مس��تقر خارج دایره واقع باش��د، ثبوت 

می نماییم. ثبوت: اگر نقطۀ P خارج دایره باشد و فاصلۀ آن 
مرکز دایره به d و شعاع دایره را به r نشان دهیم با استفاده از 

قضیۀ)1-2( می توانیم بنویسیم که:
 

22 rdPBPA

)rd)(rd(PBPA

)ODPO)(COPO(PBPA

)12....(PDPCPBAP

−=⋅

+−=⋅

+−=⋅

−⋅=⋅                          

O

TS

R

Q

U

O
D

A

C

B

P

O

O
P

A

B O

C

A

B

D

r
A

P

B
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d

O
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R

Q
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O
D

A

C

B

P

O

O
P

A

B O
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A

B

D

r
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P

B
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d

O
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تعريف

تمرين

ثبوت دو حالت دیگر که در آن ها نقطۀ مس��تقر 
روی محی��ط دای��ره، داخل دایره می باش��د کار 

شاگردان عزیز می باشد.

O

Page ٥

23
3X 8

X
10

82X

22

10

8
4

x+2

3X
8

8

 

  
  

  
  
  
  
  

                    
   .  

            .  
         . 
             minor   . 
             major   .  
 

 

  
  

  
  
  
  
  

                    
   .  

            .  
         . 
             minor   . 
             major   .  
 

 

  
  

  
  
  
  
  

                    
   .  

            .  
         . 
             minor   . 
             major   .  
 

C(O,r) یاد می ش��ود که مقدار  رابطۀ اخیر به نام طاقت یک نقطۀP نظر به یک دایره
22 نیز آن را نمایش می دهند. rd)o(P −= 22 ثابت می باشد که به شکل  rd −

P به فاصلۀ 13cm از مرکز دایره  مثال1: اگر قطر یک دایره 10cm باشد یک نقطۀ
C(O,r) دریابید. P را نظر به دایرۀ قرار دارد، طاقت نقطۀ 

حل: چون قطر دایره داده شده بناءً ابتدا شعاع دایره 
را دریافت نموده، بعداً طاقت نقطۀ P را نظر به دایره 

دریافت می نماییم:     

D 10r 5cm
2 2

= = =
2 2

(O)

2 2
(O)

(O) (O)

P d r

P (13) (5)
P 169 25 P 144

= −

= −

= − ⇒ =

2- طاقت یک نقطه را در حالات زیر پیدا کنید.
5r باشد. = 3d و  = 3r باشد.  ج( اگر  = 3d و  = 4r باشد. ب( اگر  = 7d و  = الف( اگر 

• اگ��ر طاقت یک نقطه نظر به یک دایره مثبت باش��د، نقطه خارج 
 )0(P  rdrdP >⇒>−= 0)0( 22  22 rd > دایره قرار دارد:

بالای  نقطه  باشد،  دایره صفر  به یک  نظر  نقطه  یک  طاقت  اگر    •
 =)0(P 2 2 2 2

(o)P 0 , d r 0 d r= − = ⇒ = محیط دایره واقع است، یعنی:   
یا  از صفر  دایره کوچک تر  به یک  نظر  نقطه  طاقت یک  • اگر 

منفی باشد، نقطه به داخل دایره واقع است.
 =)0(P 2 2 2 2

(o)P 0 , d r 0 d r< − < ⇒ < یعنی:   
                                     

1- در اشکال زیر قیمت های x را دریابید.
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22 rdPBPA

)rd)(rd(PBPA

)ODPO)(COPO(PBPA

)12....(PDPCPBAP

−=⋅

+−=⋅

+−=⋅

−⋅=⋅
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را رسم نمایید.     PQ و PRدو مماس )r,O(C ● از یک نقطۀ خارجی P  به  دایرۀ 
به   P نقاط تماس خط مماس با دایره اند.آیا مماس دیگری از نقطۀ R و   Q نقاط ●

دایره رسم شده مي تواند؟
● نقطۀ O را به نقاط R، Q  و نقطۀ P را به O وصل نمایید.

● مثلث های تشکیل شده با هم چه رابطه دارند؟
● آیا طول مماس های رسم شده با هم مساوی اند؟

 به شکل مقابل توجه کنید:
هرگاه حرکت اشعۀ نور را به صورت 
مستقیم قبول نماییم، این خطوط نسبت 

به توپ و سایۀ آن چه رابطه دارند؟

فعاليت

از نتیجۀ این فعالیت قضیه را طور زیر بیان و ثبوت می نماییم.
قضیه)3-2(: اگر از یک نقطۀ خارج به یک دایره دو مماس رسم گردد، طول این 

مماس ها با هم مساوي مي باشند.
∆ می توانیم بنویسیم که:

POQ ∆ و 

POR ثبوت: از دو مثلث 

____  و 
PB قضیه)4-2(: هرگاه بالای یک دایره از یک نقطۀ خارج دایره یعنی P، قاطع

____  رسم گردد، ثبوت نمایید که مربع مماس مساوی به طاقت نقطه نظر 
PT یک مماس 

به دایره است.

خط مماس به دایره

مشترک
ORشعاع دایره  OQ....

PO PO

R Q..............90

POR POQ

PR PQ

∧ ∧

∆ ∆

=

=

=

≅

=



R

O

Q

P

B

T

O A P

T

O

T'

PAB
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O

Q

P

B

T

O A P
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O

T'

PAB
10cm
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 PT' و PT 22  است بنا بر آن rdPBPA −=⋅ مثال: در شکل زیر قیمت هایی چون 
را به دست آرید.

می دانیم که رابطه بین مماس و یک قاطع عبارت ازPA.PB= PT2  است لذا  حل: 
می توانیم بنویسیم که:

مي دانی��م وقتي که از یک نقطۀ خارج دایره به دایره دو مماس رس��م ش��ود طول این 
 10240' === PTPT  cm مماس ها با هم مساوي اند:    

- اگر از یک نقطۀ خارج به یک دایره دو مماس رسم گردد، طول این مماس ها باهم مساوي اند.
- هرگاه از یک نقطۀ خارج بالای یک دایره یک قاطع و یک مماس رسم گردد، مربع 

مماس مساوی به طاقت نقطه نظر به دایره است.

 A T را به  قاطع به دایره است. اگر نقطۀ   PB ثبوت: در دایرۀ PT, C(O,r) مماس و 
 می توانیم بنویسیم که: 

∆

PTB  و 
∆

PTA B وصل نمایید از مثلث های و 

در اشکال زیر قیمت های x را به دست آرید.

 

2 2 2 2

PA PT
PT PB
PA PB PT PT d r

=

⋅ = = −

I II

PTA PBT.....(I)

P P..........(II) PTB ~ PTA

PTB PAT

∧ ∧

∧ ∧ ∆ ∆

∧ ∧ ∧

= 
= ⇒


⇒ = 


I II

PTA PBT.....(I)

P P..........(II) PTB ~ PTA

PTB PAT

∧ ∧

∧ ∧ ∆ ∆

∧ ∧ ∧

= 
= ⇒


⇒ = 
I II

PTA PBT.....(I)

P P..........(II) PTB ~ PTA

PTB PAT

∧ ∧

∧ ∧ ∆ ∆

∧ ∧ ∧

= 
= ⇒


⇒ = 


زوایای محیطی و مماس مقابل عین قوس

مشترک

از رابطۀ I و II می توانیم بنویسیم:

 
∆∆

⇒











PTA~PTB

تمرين
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2

(–2x+37)(6x+5)
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= ⋅
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تعريف

زاویة داخلی دایره

● دایرۀ C(O,r) را رسم کنید  و در آن دو وتر AB وCD را 
طوری رسم نمایید که در نقطۀ P  یک دیگر را قطع نمایند. 

زوایای تشکیل شده چه نام دارند؟
زاویۀ 

∆

PDBنمایید، در مثلث B  وصل  به  C را  D و  نقطۀ   ●
مثلث با دو زاویۀ غیر مجاور چه رابطه دارد.

∧

CPB خارجی

دو وتر متقاطع در داخل دایره رس��م 
کنید و بگویید که چند زاویه تشکیل 

شده و چه نام دارد؟

زوایایی که از تقاطع دو وتر در داخل دایره تشکیل شده باشد به نام زوایای داخلی 
 شکل فوق.

∧∧∧∧

4,3,2,1 دایره یاد می شود. مانند زوایای 

فعاليت

از نتیجۀ این فعالیت قضیه  را طور زیر بیان و ثبوت مي نماییم:
قوس هایی  مجموعۀ  نصف  به  مساوی  دایره  داخلی  زاویۀ  هر  وسعت   :)2-5( قضیة 

است که توسط اضلاع زاوی����ه از محیط دایره جدا می شود.
 زوایای محیطی اند بناءً مي توانیم بنویسیم که: 

∧

D  و 
∧

B ثبوت: چون زوایای 
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به خاطر بیاورید:
• هر زاویۀ محیطی نصف 

قوس مقابل آن است.
زاوی��ۀ  ه��ر  وس��عت   •
خارجی مثلث مس��اوی به 
داخلی  زاویۀ  دو  مجموعۀ 

غیر مجاور آن است.

وسعت زاویۀ محیطی

وسعت زاویۀ محیطی

زاویۀ خارجی هر مثلث
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 را دریابید.
∧

b  و 
∧

a مثال1: به کمک شکل پایین وسعت زوایای 
حل: وس��عت هر زاویۀ داخلی دایره مساوی به نصف مجموعۀ قوس های متقابل زاویه 

و امتداد یافتۀ اضلاع این زاویه است، لذا می توانیم بنویسیم:

 را تعیین کنید.
∧

NTM مثال2: در شکل زیر قیمت x و اندازه زاویۀ 
حل: با استفاده از رابطۀ وسعت زوایای داخلی یک دایره می توانیم بنویسیم که: 

تمرين
1- در اشکال زیر قیمت های x و y را محاسبه کنید.
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تعريف
زاویه یی که از تقاطع دو قاطع، دو مماس و یا یک قاطع ویک مماس در خارج دایره 

تشکیل گردیده باشد، به نام زاویۀ خارجی دایره یاد می شود. 

زاویة خارجی دایره

فعاليت
زاویۀ  که  مي دهیم  امتداد  را  غیرموازی   CD و   AB وتر  دو   ),( rOC دایرۀ  در   ●

 را تشکیل دهد. نقطۀ C را به B وصل نمایید.
∧

BVD خارجی 
ارتباط  چه  مثلث  مجاور  غیر  زاویۀ  دو  با   )1(

∧ یعنی   ∆

BVC مثلث  خارجی  زاویۀ   ●
دارد؟

از نتیجۀ این فعالیت قضیه را طور زیر بیان و ثبوت مي نماییم: 
قضیه )6-2(: وسعت زاویۀ خارجی دایره مساوی به نصف تفاضل قوس هایی است 

که توسط وترها قطع می گردد.
VBC داریم که: ثبوت: نقطۀ B را به C وصل مي کنیم در مثلث 
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در اش��کال مقاب��ل، قطع��ه خط ه��ا و 
زوایای مقابل را نام ببرید.
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را دریابید.
∧

AVC مثال1: در اشکال زیر وسعت زوایای 

حل: با استفاده از وسعت زوایای داخلی، خارجی و مماسی دایره می توانیم بنویسیم:

مثال2: با استفاده از شکل زیر قیمت x و y را دریابید. 

در شکل های زیر کمیت های نامعلوم  را دریابید. 

تمرين
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دایره ی��ی که از رأس های یک مضل��ع بگذرد به نام دایرۀ 
محیط��ی مضلع یاد مي گردد و مضلع را مضلع مرس��وم به 

دایره می نامند، مانند شکل مقابل.

دایرۀ محیطی

به شکل مقابل توجه کنید.

در این ش��کل کدام اش��کال هندسي 
دیده مي شوند، نام ببرید. 

تعريف

به  خارجاً  یا  بگذرد  مثلث  یک  رأس های  از  که  دایره یی  مثلث:  محیطی  دایرۀ 
رأس های مثلث مماس باشد، دایرۀ محیطی مثلث نامیده می شود.

 را رسم نمایید.
∆

ABC ● مثلث 
● ناصف های عمودی اضلاع AC ، AB و BC را ترسیم نمایید.

● ناصف ه��ای عمودي فوق در چن��د نقطه یک دیگر را قطع 
می کنند؟ نقطۀ تقاطع آن ها را O به نامید.

● طول های OB,OA و OC را با هم مقایسه کنید.
● دایره یی به مرکز O و به شعاع OA رسم نمایید. آیا بین 

فعاليت

به یاد داشته باشید:
تمام  از  دایره یی که 
ی��ک  رأس ه��ای 
بگذرد مضلع  مضلع 
دایره  به  را مرس��وم 

گویند.
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تمرين

دایره از نقاط B و C نیز مي گذرد؟ چرا؟
● دایرۀ ترسیم شده نسبت به مثلث چه نامیده مي شود؟

نتیجۀ فعالیت بالا را مي توان به صورت زیر بیان نمود.
مثلث  این  محیطی  دایرۀ  مرکز  مثلث  یک  اضلاع  عمودي  ناصف های  تقاطع  نقطۀ 

می باشد.
به  آن  قایم  اضلاع  طول  که  نمایید  رسم  طوری  را   ABC قایم الزاویۀ  مثلث  مثال: 

ترتیب 8cm و6cm باشد. شعاع دایرۀ محیطی این مثلث را به دست آورید.
حل: می دانیم که در هر مثلث قایم الزاویه مرکز دایرۀ محیطی آن بالای وتر مثلث قرار 
دارد. بناءً ابتدا طول وتر را دریافت می نماییم. که نقطۀ وس��طی آن مرکز دایرۀ محیطی 

است. 

- دایره یی که با رأس های یک مضلع مماس باش��د به نام دایرۀ محیطی یاد مي گردد و 
مضلع را مضلع مرسوم به دایره می نامند.

نقط��ۀ تقاطع ناصف ه��ای عمودی اضلاع ی��ک مثلث مرکز دایرۀ محیط��ی این مثلث 
می باشد.          

سانتی متر است، رسم نموده شعاع دایرۀ  5 3,4 و 1- مثلثی که اضلاع آن به ترتیب 
محیطی آن را محاسبه کنید.

2- مرکز دایره محیطی مثلث قایم الزاویه متساوي الاضلاع و متساوي الساقین در کجا 
واقع است؟ در رسم نشان دهید. 
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دایرۀ محاطی

 دایره ی��ی که محی��ط آن به اض��لاع مضلع مماس باش��د، دایرۀ 
محاطی گفته می شود، مانند شکل مقابل که توسط مضلع احاطه 

شده است.
دایرۀ محاطی مثلث: دایره یی که محیط آن به هر سه ضلع 

یک مثلث مماس باشد، به نام دایرۀ محاطی مثلث یاد می گردد. 

- شکل های هندسي را که در شکل 
مقابل مي بینید نام ببرید.

- چه را بطه بین شکل ها مي بینید؟

تعريف

فعاليت
 را رسم نمایید.

∆

ABC ● مثلث کیفی 
  را رسم کنید و نقطۀ تقاطع 

∧

C  و
∧

B  ، 
∧

A ● ناصف الزاویه های 
)O( نشان دهید. را به

  OM,ON ● از نقطۀ O بالای اضلاع مثلث ABC عمود های
OP  را رسم کنید. و

OP  را با هم مقایسه کنید. OM,ON  و ● طول عمود هاي
ON  رسم شود از نقاط  ● آیا دایریی که به مرکز O و شعاع 

M و P مي گذرد؟ چرا؟
● دایرۀ ترسیم شده چه نامیده مي شود؟

وس��طی  عمود ه��ای 
مثلث در داخل دریک 

نقطه متقاطع اند.
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فعاليت

نتیجۀ فعالیت بالا را مي توان به صورت زیر بیان کرد.
 - نقطۀ تقاطع ناصف الزوایاي داخلي هر مثلث، مرکز دایرۀ محاطي است. 

دایرۀ  محاطي مثلث

دایرۀ محاطی مثلث را رسم کنید.
AC را  AB و  ABC را رسم نموده اضلاع  مثلث   ●

امتداد دهید.
● ناصف الزاویۀ خارجي B و C را رسم نمایید و نقطۀ 

تقاطع را O به نامید.
مي تواند؟  شده  محاطي  دایرۀ  مرکز   O نقطۀ  آیا    ●

چرا؟
امتداد  O بالای یک ضلع و دو ضلع  از نقطۀ ثابت   ●
نموده  رسم    OP و   OM,ON عمود های  مثلث  یافته 

نشان دهید که:

تمرين

Page ١٥

A
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NC

M

P

1
2

4
3

1- در کدام نوع مثلث ها مرکز دایرۀ محیطي و محاطي با هم دیگر منطبق اند، آن را با 
هم رسم کنید.

دایره یي که به یک ضلع مثلث و دو ضلع امتداد یافته مثلث مماس باشد دایرۀ محاطي 
مثلث گفته مي شود.

فکر کنید و بحث نمایید:
• ه��ر گاه مجموعۀ زوایای 
مقابل یک چهار ضلعی180 
درجه   باشد این  چهار ضلعی 

مرسوم به دایره است؟
به یاد داشته باشید:

• ه��ر مضل��ع منظ��م دایره 
محیطی و محاطی دارد.
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فعاليت

● چهار ضلعی کیفی ABCD  مرسوم به دایره را رسم نمایید.
● زوایای تشکیل شده دایرۀ محیطی چه نام دارد؟

● مرکز دایره را به دو رأس مقابل چهار ضلعی وصل کنید. مجموع زاویه های مرکزی 
تشکیل شده چند درجه است؟  

● رابطه بین زوایای مرکزی و محیطی که به مقابل عین قوس واقع باشد برای زوایای 
مرکزی فوق بنویسید.

 خصوصیت چهار ضلعي مرسوم
 به دایره

فعاليت

از نتیجۀ این فعالیت قضیه را طور زیر بیان و ثبوت می نماییم:
180 است. قضیه: مجموعۀ زوایای مقابل یک چهار ضلعی مرسوم به دایره 

ثبوت:

● سه ضلعی منظم چه نام دارد؟ اندازۀ هر زاویۀ آن چند درجه است؟
● چهار ضلعی منظم چه نام دارد؟ اندازۀ هر زاویۀ آن چند درجه است؟
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مضلع که اضلاع و زوایای آن با هم مساوی باشد، مضلع منظم نامیده می شود.

تعريف

● یک پنج ضلعی کیفی رسم کنید.
● یک رأس آن را به رأس های غیر مجاور آن وصل کنید؛ چند مثلث تشکیل می شود؟ 

● مجموع زوایای داخلی این مثلث ها چند درجه است؟
● در مورد مجموعۀ زاویه های داخلی پنج ضلعی چه نتیجه می گیرید؟

● این فعالیت را برای یک شش ضلعی تکرار کنید.
● اگر یک n ضلعی داشته باشید، مجموع زاویه های داخلی آن چند درجه خواهد بود؟

فعاليت

nS نشان دهیم پس  به  n و مجموع زوایای داخلی مضلع را  به  اگر تعداد اضلاع را 
مجموع زوایای داخلی هر n ضلعیSn = (n – 2) (180°) درجه است.

مثال: مجموع زوایای داخلی چهار ضلعی و ده )10) ضلعی را به دست آرید.
حل: مجموع زوایای داخلی هر مضلع از رابطۀ Sn = (n – 2) (180°)  به دست می آید، 

لذا داریم که: 

به یاد داشته باشید:
- تعداد قطرهایی که از یک رأس n ضلعي رسم می گردد از رابطۀn -3 به دست می آید.

- تعداد مثلث هایی که در داخل مضلع از یک رأس تشکیل می شوند از رابطۀn -2 به 
دست می آید.

180 است. - مجموع زوایای مقابل یک چهار ضلعی محاطی مرسوم به دایرۀ 
- مضلعی که اضلاع و زوایای آن با هم مساوی باشد، مضلع منظم نامیده می شود.

تمرين
1- اندازۀ زوایای یک شش ضلعی منظم چند درجه است؟

2- اندازۀ زوایای یک n ضلعی منظم چند درجه است؟
3- مثلث هایی که توسط اقطار از یک رأس در یک 10 ضلعی تشکیل می شوند چند است؟

 







1440S1808)180)(210(S

360S)180)(24(S

)180)(2n(S

1010

n4

n

=⇒×=−=

=⇒−=

−=  







1440S1808)180)(210(S

360S)180)(24(S

)180)(2n(S

1010

n4

n

=⇒×=−=

=⇒−=

−=
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فعاليت

فعاليت

r,O(C( را رسم نموده در مرکز آن 8 زاویۀ مجاور مرکزي مساوي را رسم کنید. ● دایرۀ 
مقابل  مرکزی  زاویۀ   θ و  مضلع  یک  اضلاع  تعداد   n اگر   ●

 حقیقت دارد؟
n

360

=θ اضلاع مضلع باشد آیا رابطۀ 
● نقاط تقاطع اضلاع زوایا با محیط دایره را به هم وصل نمایید.

● آیا اضلاع مضلع تشکیل شده باهم مساوی است. چرا؟
مرکزي  زاویۀ  هر  است؟  مضلع  نوع  چه  شده  تشکیل  مضلع   ●

مقابل اضلاع  این مضلع چند درجه است؟

ترسیم مضلع منظم

- دقت کنید.
- در شکل چند نوع مضلع  را مي بینید؟

- به نظر شما این مضلع ها را چگونه 
رسم کرده اند؟

فعاليت

r,O(C( یک شش ضلعی منظم محاط شده است. ● در دایرۀ 
● مرکز دایره را به رأس های شش ضلعی وصل کنید؟چند مثلث تشکیل می شود؟

● اندازۀ هر یک از زوایای مرکزی مقابل اضلاع این شش ضلعی چند درجه است؟
● مثلث های تشکیل شده چه نوع مثلث ها اند؟

G
H

A

B

C
D

E

F

G
H

A

B

C
D

E

F

360 است. 
n

θ =


وسعت زاویۀ  مرکزي مقابل هر ضلع یک  n  ضلعي منظم مساوي به

نتیجۀ فعالیت فوق را می توان به صورت زیر بیان کرد:
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فعاليت

تمرين

طول ضلع هر شش ضلعی منظم مساوی به شعاع دایرۀ محیطی آن است.

به یک شش ضلعی  مثال: دایره یی که شعاع آنcm 2 است چطور می توانیم آن را 
منظم محاط نماییم؟

حل: می دانیم که اندازۀ هر ضلع شش ضلعی منظم مساوی به شعاع محیطی آن است. 
پس دهانۀ پرکار را به اندازۀ شعاع دایره یعنیcm 2 باز نموده به صورت پیوست روی 
محیط دایره قوس های مساوی جدا می نماییم. از وصل نمودن نقاط مشخص شده یک 

شش ضلعی منظم به دست می آید.  

مساحت مضلع منظم از روی شعاع دایرۀ محاطی

r,O(C( و مضلع منظم ABCDEF را رسم نمایید. ● دایرۀ محاطی
∆  که تشکیل 

OBC ∆  و  

OAB و C وصل نمایید. مثلث های  A,B ● نقطۀ O را به رأس
شده اند انطباق پذیر اند. چرا؟

 با شعاع دایره مساوی است. چرا؟
 ∆

AOB AB  در مثلث  ● ارتفاع ضلع 
● مساحت مثلث های فوق از کدام رابطه به دست می آید؟

● آیا مساحت n ضلعی منظم از مساحت n مثلث انطباق پذیر تشکیل شده است؟
nABP   به دست آمده است. چرا؟  ⋅= ● محیط مضلع منظم از رابطۀ

 n و ش��عاع دایرۀ محاطی یک P محیط آن را به ،A هرگاه مس��احت مضلع منظم را به
rP  است. برای ثبوت به 

2
1A ⋅= ضلعی را به r نش��ان دهیم، مساحت مضلع عبارت از 

صورت زیر عمل می نماییم.
      

                          

3cm یک مثلث متساوی الاضلاع رسم نمایید که محاط به  1- در دایره یی به شعاع 
دایره باشد. 

1A P r
2

= ⋅

P AB n= ⋅

1A AB r n
2

= ⋅ ⋅

محیط مضلع        

در نتیجه

Page 19

r

A B

C

DE

F  o
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r,O(C( اگر قطر به حرف d و محیط دایره به حرف c نمایش داده شود، بین  در دایرۀ 
این دو عنصر دایره ارتباط زیر موجود است. 

r2d اگر این قیمت را در رابطه)1( وضع نماییم محیط دایره  =  یا 
2
dr = می دانیم که 

از رابطۀ زیر به دست می آید:
                                                                

برای محاسبۀ مساحت دایره به ریاضیات بالاتری ضرورت داریم. بدین منظور در این جا 
از روش مشاهده برای محاسبۀ مساحت دایره استفاده می کنیم. برای این منظور دایره یی 
الی12   1 از  را  قسمت  هر  و  می نماییم  تقسیم  مساوی  حصۀ   12 به  اقطار  توسط  را 
شماره  زده، قطع می نماییم و آن ها را پهلو به پهلو مطابق شکل زیر ترتیب می نمایم، به 

وضاحت دیده می شود که یک شکل مشابه متوازی الاضلاع تشکیل می شود.

محیط و مساحت دایره 

در ش��کل داده ش��ده، رواب��ط بین 
با دایره  مجموع مس��احت مثلث ها 
و مجموع ط��ول یک تعداد اضلاع 
مثلث ه��ا را ب��ا طول محی��ط دایره 

مقایسه کنید.

r2C
dC
π=

π=

12
11

109
8

7
6

5 4 3
2

1 121110987654321

RS

P Q

b

r

12
11

109
8

7
6

5 4 3
2

1 121110987654321

RS

P Q

b

r

محیط دایره
قطر دایره

c Cons tan t
d

c 22C d(1) 3.14
d 7

π

π π π

= = =

 = = ⇒ = ≈ ≈  

 
3,14159[π(I).......dπcπ

d
c

≈==⇒=  ]14159.3≈ .....[
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=× قاعده 
2
1 C محیط دایره 

2
1

=  می دانیم که قاعدۀ b نصف محیط دایره است. چرا؟ یعنی: 
می دانیم که مساحت متوازی الاضلاع از رابطۀ زیر به دست می آید.

رابطۀ از  آن  محیط  و  2A rπ= رابطۀ از  دایره  مساحت  که  می توانیم  گفته  نتیجه  در 
C به دست می آید. 2 rπ= =

مثال1: شعاع یک دایرهcm 14 است، مساحت دایره را محاسبه نمایید.
2A می باشد بناءً داریم که: rπ= حل: می دانیم که مساحت دایره

 

22

2

615.75cmA196cm(3.14159)A
(3.14159)A
πrA

=⇒⋅=

=
=          

   

مثال2: قطر یک دایره cm 70 است، مساحت دایره را محاسبه نمایید.
حل: با استفاده از رابطۀ مساحت دایره داریم که:                                                                        

                    

14 باشد شعاع و مساحت دایره را دریابید. cmπ مثال3: اگر محیط یک دایره
داده  دایره   محیط  چون  حل: 
شده، جهت یافتن مساحت دایره 
محاسبه  را  دایره  شعاع  باید  اول 

نماییم.

2rA به دست آوریم. π= - مساحت یک دایره به شعاع r را می توانیم از رابطۀ 
r2C به دست آوریم. π= - محیط یک دایره به شعاع r را می توانیم از رابطۀ 

تمرين
1- اگر محیط دایرهcm 41 باشد شعاع دایره را به دست آرید.

2- محیط دایره یی را به دست آرید که شعاع آن یک واحد طول باشد.
3- مساحت دایره را به دست آرید که شعاع آن یک واحد طول باشد.

ارتفاع× قاعده= مساحت متوازی الاضلاع
مساحت متوازی الاضلاع

 
 rb ⋅= 1 c r

2
= ⋅  

C محیط دایره( می باشد، پس داریم که: 2 rπ= = از طرف دیگر چون )

مساحت متوازی الاضلاع   22 r r r
1A
2

π π== = ⋅ ⋅

از طرف دیگر می دانیم که مساحت متوازی الاضلاع و دایره تقریباً با هم مساوی اند بنابراین می توانیم 
2A مساحت دایره rπ= بنویسیم که:

 

3848.4A)3.14159(35AπrA

35
2

70r
2
dr

22 =⇒=⇒=

==⇒=

 2cm

 

93.15377)14159.3(

7
2

14142142

14

2 =⇒⋅⋅⇒=

==⇒=⇒=

=

ArA

rrr

cmC

π

ππ

π

 2cm ~
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روابط طولی در دایره:
● روابطی که بین اندازه های اجزای خطی یک شکل هندسی موجود است، روابط 

طولی نامیده می شود.
● اگر از یک نقطۀ خارجی بالای یک دایره دو قاطع رسم گردد، حاصل ضرب هر 

قاطع در قطعۀ خارجی آن با هم دیگر مساوی است 
● از یک نقطۀ ثابت خارج از دایره اگر بالای یک دایره دو قاطع رسم گردد که قاطع 
دومی از مرکز دایره بگذرد، حاصل ضرب قاطع اولی در قطعۀ خارجی آن مساوی به 

22 است. rd − مقدار ثابت 
● اگر از یک نقطۀ خارجی بالای یک دایره دو مماس رسم گردد، طول این مماس ها 

باهم مساوي اند.
0rd باشد نقطه بالای محیط  22 =− 0rd باشد نقطۀ خارج دایره، اگر  22 >− ● اگر 

0rd باشد نقطه داخل دایره واقع است. 22 <− دایره و اگر 
 زاویة داخلی دایره:

● هر زاویه یی که از تقاطع دو قاطع در داخل دایره تشکیل شده باشد، زاویۀ داخلی دایره 
نامیده می شود.

● وس��عت هر زاویۀ داخلی دایرۀ مس��اوی به نصف حاصل جمع قوس های مقابل آن 

α  یک زاویه داخلي باشد؛ پس  زاویه و امتداد یافتۀ اضلاع این زاویه اس��ت، اگر یک

.
 

2
ba +

=α

زاویة خارجی:
● زاویه یی که از اثر تقاطع دو مماس، دو قاطع و یک مماس و یک قاطع در خارج 

دایره تشکیل شده باشد زاویۀ خارجی دایره  نامیده می شود.

PA.PB = PC. PD

نكات مهم فصل دوم
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● وس��عت هر زاویۀ خارجی مس��اوی به نصف تفاضل قوس های مقابل آن است، اگر 

α  یک زاویه خارجي باشد؛ پس: یک

 
 

2
ba −

=α      

مضلع:
● ش��کلي که از تقاطع چند قطعه خط تش��کیل شده باشد و هیچ یک از دو قطعه خط 
به امتداد یک خط مس��تقیم نباشد و هر رأس آن فقط و فقط نقطۀ تقاطع دو قطعه خط 

باشد، مضلع نامیده می شود.
● مضلعی که اضلاع و زوایای آن با هم مساوی باشند مضلع منظم نامیده می شود.

باشد دایرۀ محیطی  به رأس های مضلع مماس  دایرۀ محیطی مضلع: دایره یی که 
نامیده می شود.

مضلع  محاطی  دایرۀ  باشد  مماس  مضلع  اضلاع  به  که  دایره یی  مضلع:  محاطی  دایرۀ 
گفته می شود.

دایرۀ محاطی مثلث: دایره یی که به یک ضلع مثلث و دو ضلع امتداد یافته مثلث 
مماس باشد دایرۀ محاطی مثلث نامیده می شود.

● خط مرکز بین دو دایره متقاطع وتر مشترک را تنصیف می کند و بالای آن عمود است.
180 است. ● مجموعۀ زوایای مقابل یک چهار ضلعی مرسوم به دایره 

r2C به دست می آید. π= ● محیط دایره از رابطۀ 
 به دست می آید.

2rA π= ● مساحت دایره از رابطۀ 
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● در س��وال های زیر برای هر سوال چهار جواب داده شده است، دور جواب صحیح 
حلقه کنید.

1- اگر یک نقطۀ p به روی محیط دایره واقع باشد طاقت نقطۀ مذکور نظر به دایره 
عبارت است از:

2)b        1 )a
d ( هر سه جواب درست است.        0 )c

2- اگر یک نقطۀ P به داخل یک دایره واقع باشد طاقت آن عبارت است از:
b( طاقت نقطۀ P منفی است. a( طاقت نقطۀ P مثبت است.    
d ( هر سه جواب غلط است. c( طاقت نقطۀ P صفر است.    

3- اگر نقطۀ P خارج یک دایره واقع شود طاقت نقطۀ مذکور نظر به دایره در صورتی 
که شعاع دایره R و فاصلۀ نقطۀ مذکور از دایرۀ d باشد عبارت است از:

22 Rd −  0>  )b      rd −  )a
22 dR −  ) d      dr −  )c

4- اگر شعاع یک دایره R و فاصلۀ یک نقطۀ داخلی دایره از مرکز دایره d باشد، 
طاقت نقطۀ مذکور نظر به دایره عبارت است از:

22 Rd =  )b      22 dR =  )a
d ( هر سه جواب غلط است. c( هر دو جواب درست است.   

قطر  اگر  دارد،  فاصله   C(O,r) دایره مرکز  از   13cm اندازۀ  به  نقطه  یک   -5
دایرهcm 10 باشد طول قسمت خارجی قاطع از نقطۀ مذکور عبارت است از:

10 cm)b      13 cm )a
8 cm) d      12 cm)c

 10 cm 12 و قطر دایرهcm مساوی به )r,O( 6- اگر طول مماس از نقطۀ P به دایره 
باشد فاصلۀ P از O عبارت است از:

12 cm )b      13 cm)a
  5 cm) d      10 cm )c

8cmAP  و  = C(O,r) را تا نقطۀ P امتداد دهیم طوری که  7- اگر وترABدایرۀ
PT  عبارت است از: باشد طول مماس  BP 2cm=

8 cm)b      4 cm )a
d ( هر سه جواب غلط است.      2 cm )c

تمرینات فصل دوم
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● در سوالات زیر جاهای خالی را با کلمات مناسب خانه پری نمایید.
22 عبارت از ....................... نقطه نظر به یک دایره است. rd −   -1

  C(O,r) C(O,r) مماس باشد طاقت نقطۀ P نظر به دایرۀ 2-  اگر خط PT به دایرۀ
2  است.

PT عبارت از.......................=
3- طاقت یک نقطۀ P نظر به یک دایره ................................... است، در صورتی که 

نقطه بالای محیط دایره واقع باشد.
4- طاقت یک نقطه نظر به یک دایره ...................... است، در صورتی که نقطۀ داخل 

دایره واقع باشد.
نقطه  که  در صورتی  است،   ....................... دایره  یک  به  نظر  نقطه  یک  طاقت   -5

خارج دایره واقع باشد.
A,B,C و D بالای محیط ............... واقع  6- اگر PA.PC = PB. PD باشد نقاط 

بوده و نقطۀ P خارج و یا داخل ...................... واقع است.
A,B و P روی یک مستقیم واقع  A,B و T بالای محیط دایره واقع باشند  7- اگر 
=  است در صورتی که P خارج دایره واقع 

2
PT  .....................PT

2 اند در این صورت 
است.

● در مقابل جمله های صحیح حرف )ص( و در مقابل جمله های غلط حرف )غ( را 
بنویسید.

( طاقت یک نقطه نظر به یک دایره مساوی به مربع فاصلۀ نقطه از مرکز دایره   ( -1
است.

( اگر یک نقطه به روی محیط یک دایره واقع باشد، طاقت آن نظر به دایره   ( -2
صفر است.

( اگر یک نقطه داخل یک دایره واقع باشد، طاقت نقطه نظر به دایرۀ مذکور   ( -3
منفی است.

( اگر یک نقطه خارج یک دایره واقع باشد، طاقت نقطۀ مذکور نظر به دایرۀ   ( -4
متذکره مثبت است.

( طاقت یک نقطه نظر به هر دایره مثبت است.  ( -5
22 است. در صورتی که d فاصلۀ  rd − ( طاقت یک نقطه نظر به یک دایره   ( -6

نقطه از مرکز دایره و r شعاع دایره باشد.
( اگر دو دایره مماس باشند، طاقت آن ها نظر به هر نقطۀ مماس مشترک   ( -7

با هم مساوی است. 
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● سوالات زیر را حل نمایید.

 )88x( + ))x2 و  11x(P(  و قوس های مقابل آن به ترتیب  +=
∧

 ) 1- در شکل زیر اگر
∧ را دریابید.

APC باشد اندازه زاویۀ 

 را در هر شکل پیدا کنید.
∧

y  و 
∧

x 2- اندازه های 
                   

   CE = 104°
∩ DE = 38° , DB = 128° و

∩ ∩ AB  بر دایرۀ مماس است اگر 3- در شکل زیر
∧∧∧∧∧∧  را دریابید.

6,5,4,3,2,1 باشد اندازۀ زاویه های 
                                                                          

  

است  دایره  قطر    RT و   
TV//RS,70RTS =

∧

 ، C(O,r) مرکزی دایرۀ  در   -4

∧∧∧∧∧∧∧∧  را دریابید.

8,7,6,5,4,3,2,1 زاویه های 
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 را در هر یک از شکل های زیر تعیین کنید.
 ∧
y  و 

 ∧
x 5- اندازۀ 

  را در اشکال زیر دریابید.
 ∧
y  و

 ∧
x 6- اندازۀ زاویه های 

7-  با استفاده از تعریف دایرۀ محاطی نشان دهید که مجموع زوایای داخلی هر مثلث 
180 است.

    

  را دریابید.
 ∧
y  و

 ∧
x 8- در اشکال زیر اندازه های 
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هندسۀتحلیلی
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هندسۀ تحلیلی
Analytic Geometry

هندس��ة تحلیلي عبارت از علم رابطه بین الجبر و هندس��ه است که روابط بین معادلات 
الجبری و اش��کال هندس��ی را مورد بحث قرار می دهد. ریاضی دان فرانسوي دکارت 
برای اولین بار، رابطه بین اش��کال معین هندس��ی و معادلات الجبری را به دست آورد 
و اظهار داش��ت که: بعضی از معادلات الجبری یک ش��کل معین هندسی دارد. از این 
که اس��اس علم هندسه را نقطه و اساس معادلات الجبری را عدد تشکیل می دهد بدین 

منظور لازم است که ابتدا رابطه بین نقطه و عدد را مورد مطالعه قرار دهیم. 
دکارت برای رابطه بین عدد و نقطه یک سیستم یا دستگاه قایم محورات را معرفی 

نمود که تا فعلًا به نام وی یاد می گردد.
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فعاليت

فاصله بین دو نقطه
 Distance between two Points

 ),( 22 yxB ),( و  11 yxA هر دو نقطة 
در مس��توي مختصات قایم یک قطعه 
خط مانن��د AB را تعیی��ن مي کند. به 
نظر شما چگونه مي توان فاصله بین دو 

نقطة A و B را محاسبه کرد؟

B(5,4) را در سیستم کمیات وضعیه نشان دهید.  A(3,5) و  ● نقاط 
AB  را رسم کنید. ● قطعه خط 

● فاصله بین نقاط A و B را محاسبه نمایید.

و   )y,A(x 11 کیفي نقطة  دو  بین  فاصله  کلي  صورت  به  مي توانیم  فوق  فعالیت  از 
y,B(x(  را طور زیر به دست آریم: 22

ABC یک مثل��ث قایم الزاویه اس��ت. چرا؟ با اس��تفاده از قضیة  در ش��کل زی��ر مثلث
فیثاغورث مي توانیم فاصله بین دو نقطة A و B را طور زیر دریافت نماییم.

222
HBHABA +=

 نظر به قضیة فیثاغورث     ........  

B)4,5( را دریابید. A)7,1( و  مثال1: فاصله بین نقاط 

xx1

y

A

B

x2

y1

y2

xx1

y

A

O

B

x2

y1

y2

H
1x  - x2

1y  - y2

xx1

y
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B

x2

y1

y2

xx1

y

A

O

B

x2

y1

y2

H
1x  - x2

1y  - y2

22 1 2 2
2 1 2 1

2 1

2 2
2 1 2 1

( ) ( )

( ) ( )

= −  ⇒ = − + −
= − 

= − + −

AH x x
AB x x y y

BH y y

AB x x y y

 ),( 22 yx

 )
,

(
1

1
y

x

ACKU



58

تمرين

unitBA

BA

yyxxBA

5

52961)74()15(

)()(
22

2
12

2
12

=

=+=−+−=

−+−=

حل: با استفاده از فورمول فاصله بین دو نقطه داریم که:

B)0,2( را دریابید. A)3,0( و 1- فاصله بین نقاط
C−)2,8( رأس های یک مثلث اند، نوعیت مثلث را  و  )4,2(B − ، )6,4(A 2- نقاط

مشخص سازید.
و )3,2(A 3- قیمت عددي k را طوری تعیین نمایید که طول قطعه خطی که از نقاط

)6,5(  مي گذرد 5  چند k شود. kB
را دریابید. )31,1(Q +− P)3,1( و  4- فاصله بین نقاط 

C)9,11( رأس های یک مثلث باشد،  محیط مثلث  )7,3( و  −−B ، )4,1(−A 5- اگر 
را محاسبه نمایید.

)2,6(,)0,2( و  AB 6- مساحت مثلثي را به دست آرید که رأس های آن از نقاط زیر 
C)2,1( بگذرد.

رأس های یک مثلث باشد نوعیت مثلث را  )5,6(C − B)2,3( و  ، )5,01(A 7- اگر
مشخص سازید.

A)4,3( را از مبدأ کمیات وضعیه محاسبه نمایید. مثال2: فاصلة نقطة
شکل  نقطه  دو  بین  فاصله  فورمول  بناءً  بوده   )0,0(O مبدأ  مختصات  چون  حل: 

 را به خود اختیار می کند. 
 ⇒−+−= 2

2
2

2 )0()0( yxOA 22 yxAO +=

55261943 2222 =⇒=+=+=+= AOyxAO
عبارت است از: 2 2( , )B x y و 1 1( , )A x y فاصله بین دو نقطة

 2
12

2
12 )yy()xx(AB −+−=

فاصله بین این دو نقطة اختیاری را می توان به d نیز نمایش داد؛ طور زیر:
 2

12
2

12 )()( yyxxd −+−=

2 2= +OA x y ) از مبدأ کمیات وضعیه عبارت است از:  , )P x y فاصلة هر نقطة 

Unit
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فعاليت

AM  میانه  ∆  قطعه خط 

ABC در مثلث 
است، مشخصات میانه را بیان کنید.

مختصات نقطۀ وسطي يك قطعه خط 

E)0,6( را روي کمیات وضعیه تعیین کنید. D)0,2( و  ● نقاط 
DE  باشد، مختصات آن را بنویسید. ● اگر نقطة C وسط قطعه خط 

● مختصات نقطة C چه رابطه یی با مختصات D و E دارد؟
Q)4,0(  را روي کمیات وضعیه تعیین نمایید. P)1,0( و  ● نقاط 

PQ  باشد، مختصات آن را به دست آرید. ● اگر نقطة R وسط قطعه خط 
● مختصات نقطة R چه رابطه یي با مختصات P و Q دارد؟

نتیجة فعالیت فوق را مي توان به حالت کلي طور زیر بیان کرد.
M قرار داشته باشند، مختصات نقطة x 0( بالاي محور,( 2xB ),0( و  1xA  اگر دو نقطة 

به دست مي آید.   )0,
2

( 21 xxM +  وسط AB  از  رابط�ة
 y ب��الاي مح��ور  ),0( 2yQ و ),0( 1yP نقطة اگ��ر دو 
قرارداشته باشند مختصات نقطة M وسط PQ  از رابطة زیر  

)
2

,0( 21 yyM + به دست مي آید: 
 ),( 22 yxB ),( و  11 yxA ب��ه ص���ورت عم�����وم اگر
دو نقط��ه  درکمی�����ات وضعی��ه و M نقط��ة وس��طي 

AB  باش��د، آن گاه مختص��ات نقط��ة M طور ذی��ل به دس��ت مي آید. قطع��ه خ��ط 
)

2
,

2
( 2121 yyxxM ++

A

B CM

xx1

y

A

O

B

M

x2

y1

y2

2x  + x1
2

2y  + y1
2

A

B CM

xx1

y

A

O

B

M

x2

y1

y2

2x  + x1
2

2y  + y1
2
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تمرين

B)5,7( مختصات انجام قطعه خط AB  باشد، مختصات نقطة  A)3,1( و  مثال1: اگر 
AB  را به دست آورید. وسطي 

حل: با استفاده از مختصات نقطة وسطي یک قطعه خط مي توانیم بنویسیم که:

A(1,2) و P−)3,1( را از نقطة وس��طی  مس��تقیمی که از نقاط  مثـال2: فاصلة نقطة 
−,4B(3( مي گذرد به دست آرید.

AB  ابتدا نقطة تنصیف قطعه خط  حـل: براي دریافت فاصلة بین نقطة P و قطعه خط 
AB  را دریافت نموده، داریم که:

AM  را  )5,1(,)1,3(,)2,5( داده ش��ده، ط��ول میانة  −− ABC 1- س��ه رأس مثلث 
دریابید. 

D)4,11(  رأس ه��ای متوازي الاضلاع  9,5(B,)9,14(C(,A)4,2,(  و 2- اگ��ر نق��اط 
باشند، مختصات نقاط تقاطع قطرهاي متوازي الاضلاع را دریابید.

C)9,1(وB)7,3(,A)4,1(  رأس هاي یک مثلث باش��ند طول میانه را که  −−− 3- اگر 
BC  رسم مي گردد دریابید. بالای ضلع 

x

y

A(1,3)

O

B(7,5)

41 7
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فعاليت

به شکل نگاه کنید، بالاي کدام یکي 
از زینه ها به راحتي بالا شده مي توانید. 

چرا؟ علت آن را بیان نمایید.

میل خط مستقیم

),( دو نقط��ة کیفي خط  22 yxB 1 و 1( , )A x y اگ��ر

2 را میل مستقیم  1

2 1

y y
x x

−
−

AB  باش��د، نسبت مستقیم 

AB  گویند و طور زیر مي نویسند:

2 1

2 1

y ym
x x

−
=

−
   

B(4,6) بگذرد.  ، (3,5)A مثال 1: میل خط مستقیمي را دریافت کنید که از نقاط 
2 به دست مي آید لذا داریم  1

2 1

y ym
x x

−
=

−
حل: مي دانیم که میل یک مستقیم از رابطة 

 
1

34
56

AB
m

12

12 =
−
−

=
−
−

=
xx
yy که:                

B(4,K) مي گذرد در آن قیمت k را طوري  A(2,5) و مثال 2: مستقیمي که از نقاط
تعیین نمایید که میل خط مستقیم AB مساوي به 3 باشد. 

2 طور زیر استفاده مي کنیم: 1

2 1

y ym
x x

−
=

−
حل: جهت محاسبة قیمت K از رابطة 

 

11k65k
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فعاليت

تمرين

P)3,2( و مبدأ کمیات  مثال 3: میل خط مس��تقیمي را به دس��ت آرید که از نقط��ة 
وضعیه بگذرد.

O(0,0) است  حل: چون مستقیم از مبدأ کمیات وضعیه مي گذرد و مختصات مبدأ
میل آن را طور زیر به دست مي آوریم:

را در کمیات وضعیه نشان دهید. )6,4(B A)3,2( و  1- نقاط 
∆1 به نامید. ● مستقیمي که از نقاط A و B مي گذرد رسم کنید و آن را 

∆1 را به دست آرید. ●  میل مستقیم

∆1 چه نوع زاویه یي با جهت مثبت محور x مي سازد. ● مستقیم 

را در همان کمیات وضعیه با رنگ دیگري  تعیین کنید. )2,4(N M)5,1( و 2- نقاط
∆2 به نامید. ● مستقیمي که از نقاط  M و N مي گذرد رسم کنید و آن را 

∆2 را به دست آرید. ● میل مستقیم 

∆2 چه نوع زاویه با جهت مثبت محور x مي سازد؟ ● مستقیم 

● چه رابطه بین میل خطوط و زوایاي تشکیل شده وجود دارد؟

از فعالیت فوق نتیجه زیر را بیان کرده مي توانیم:

میل هر خط مستقیم مربوط به زاویه یي است که مستقیم با  جهت مثبت محور x مي سازد
اگر یک مستقیم با جهت مثبت محور x زاویة حاده بسازد، میل آن عدد مثبت است.

اگر یک مستقیم با جهت مثبت محور x زاویة منفرجه بسازد میل آن عدد منفي است.

)1,1( بگذرد. −−B A)1,1( و   1- میل خط مستقیمي را به دست آرید که از نقاط 
a  را طوري  )1,( مي گذرد قیمت aB ) و  2,2 3)A − 2- در مستقیمي که از نقاط 

3 باشد. تعیین نمایید که میل مستقیم 
C)5,1( رأس های یک مثلث باشند، میل میانة ضلع  )1,3( و  −B ، )2,5( −A 3- هر گاه

BC  را دریابید.

2 1

2 1

y y 3mPO x x 2
m 1.5PO

− −
= =

− −
=

 
2
3

=
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فعاليت

در ش��کل داده ش��ده زینه را در نظر  
گرفته بگویید ک��ه چه رابطه بین دو 

بازوی زینه موجود است.

میل مستقیم های موازي

● در کمیات وضعیة مختصات  قایم، دو خط مستقیم 

∆2 را با هم موازي طوری رسم کنید که با  ∆1 و 

جهت مثبت محور x زوایاي حاده را  بسازند.
∆2 را محاسبه کرده و با هم  ∆1 و  ● میل خطوط 

مقایسه کنید، ببینید آن ها با هم چه رابطه دارند؟
∆2 با جهت مثبت محور x زاویةα2را  ∆1  با جهت مثبت محور x زاویةα1 و ● اگر 

بسازد، آن گاهα1 وα2 با یک دیگر چه رابطه دارند؟

در حالت کلی نتیجة فعالیت فوق را طور زیر بیان می نماییم:
مستقیم هاي موازي داراي میل هاي مساوي مي باشند.

اگر دو خط مستقیم میل هاي مساوي داشته باشند، در نتیجه زوایایی که با جهت مثبت 
محور x مي سازند نیز با هم مساوي اند.

نقاط  از   2∆ مستقیم  و   ( 6, 11)B − − و   )5,2(A نقاط  از   1∆ مستقیم  اگر  مثال: 
∆2 نسبت به هم چه رابطه دارند؟ ∆1 و  D(3,8) بگذرد خطوط  )6,4( و  −−C

x

y


O

1 2

 1 2
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∆2 را محاسبه می کنیم: ∆1 و حل: میل های مستقیم های
 

21

12

12
AB

||mm

2m2
7

14
43
68m

2m2
8

16
26

)5(11m

xx
yym

21

22

11
∆∆⇒=⇒















=⇒==
+
+

=

=⇒=
−
−

=
−−
−−

=

−
−

=

∆∆

∆∆

∆∆

   

∆1 باهم مساوی است بنابرآن این خطوط با هم موازي اند.  ∆2 و  چون میل های 

فعاليت
B)2,5( را در مستوی کمیات وضعیه مشخص کنید. A)2,1( و  ● نقاط 

∆ به نامید. ● مستقیمي که از نقاط A و B مي گذرد ترسیم کرده آن را 

∆ با جهت مثبت محور x چه نوع زاویه را مي سازد؟ ● مستقیم 

∆ را محاسبه كنيد. ● ميل مستقيم 

در حالت کلي نتیجة فعالیت فوق را طور زیر بیان مي نماییم.

 ),( 2 axB  ، ),( 1 axA اگر نقاط کیفي A وB داراي ترتیب هاي مساوي باشند، مثلًا 

آن گاه مستقیمي که از نقاط A و B مي گذرد موازي به محورx است و میل آن مساوي  

      
2 1

0a am
x x

−
= =

−
به صفر است، یعنی:

D(3,5) C(6,5)

B(4,3)A(1,3)

x

y

A
O

O

B

x

y

y

A(1,2)

x1

2

O 5

B(5,2)       
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از فعالیت فوق به این نتیجه مي رسیم: میل مستقیمي را که با محور x زاویة قایمه مي سازد 
∆ میل معین ندارد. نمي توانیم محاسبه کنیم. در این حالت مي گوییم مستقیم 

باشند، نوعیت  C)6,5( رأس های یک مثلث  B)4,5(  و   ،  )4,3(A مثال: اگر نقاط
مثلث را مشخص نموده در مختصات کمیات وضعیه آن را رسم نمایید.

AB  موازي به محور x است بناءً میل آن صفر است. حل: چون 

فعاليت
N)5,3( را در مستوی کمیات وضعیه مشخص کنید. M)2,3( و  ● نقاط 
∆ به نامید. ● مستقیمي را که از نقاط M و N مي گذرد ترسیم کرده آن را 

∆ چه گفته  ∆ با محور x چه نوع زاویه یی را مي سازد. در مورد میل مستقیم  ● مستقیم 

مي توانید.

 
 

0
2
0

35
44

ABm ==
−
−

= 
ABm    

BC  موازي به محور y است لذا میل آن نامعین است. به همین ترتیب 

 تعریف نشده
∞==

−
−

=
0
2

55
46

BCm  
BCm            

          

BC  است لذا مثلث  AB  عمود بر  چون قضیة فیثاغورث در مثلث تطبیق گردید، پس 

∆  قایم الزاویه است.

ABC

x3

y

O

C(5,6)

A(3,4) B(5,4)

5

4
6

 

222

222

222

222

ACBCAB

8)46()35(AC

4)46()55(BC

4)44()35(AB

=+

=−+−=

=−+−=

=−+−=

در نتیجه:
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میل هر خط مستقیم موازي با محور x صفر است.
میل هر خط مستقیم عمود بر محور x تعریف نشده است )عدد نامعین است(.

رأس های یک چهار ضلعي    )5,0(D − و    )0,3(C −  ، B(0,5)  ، A(3,0) اگر   -1
باشد. 

الف: اضلاع مقابل چهار ضلعي با هم چه ارتباط دارد؟
 ب: میل قطرهاي آن را دریابید. 

) را در نظر بگیرید. 3, 4)D − − ,3) و 4) , ( 3,4) , (3,4)C B A− − 2- نقاط
الف: مستقیمی که از نقاط A و B می گذرد چه رابطه ای با مستقیمی که از نقاط C و 

D می گذرد، دارد؟
 D و C می گذرد چه رابطه با مستقیمی که از نقاط C و A ب: مستقیمی که از نقاط

می گذرد دارد؟
ج: چهار ضلعی  ABCD چه نوع چهار ضلعی است؟

د: میل قطرهای آن را پیدا کنید.

تمرين
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OPQR ی��ک لوزي  چه��ار ضلع��ي 
است. آیا مي توانید خصوصیات لوزي 
را ذریعة مختصات رأس های آن بیان 

نمایید.

میل مستقیم های عمود بر هم

2m وقتي  1m و  ∆2 ب��ا میل ه��ای  ∆1 و  دو مس��تقیم 
ب��ر یک دیگر عمود  اند که رابطة زیر بین آن ها برقرار 

121 −=⋅mm باشد:

نق��اط از  ک��ه  مس��تقیمي  و   B(1,1) و A(7,5)نق��اط از  ک��ه  مس��تقیمي  مثـال1: 
C(0,5) و D(2,2) مي گذرد با هم چه رابطه دارند؟

حل:             

CD  با هم عمود اند.           AB  و  است، بناءً خطوط  2 3 1
3 2

m mAB CD
−

⋅ = ⋅ = − 
CDAB mm ⋅ چون 

تعريف

فعاليت
D)1,3( را در مختصات کمیات وضعیه نشان دهید. )4,4(,)3,1(,)0,0( و  OBC ● نقاط 

● شکل OBCD را رسم کنید.
DO  را محاسبه کنید. OB,BC,CD  و  ● طول اضلاع 

x

 1

y

O

 2

x

y

P

O

R

Q

x

 1

y

O

 2

x

y

P

O

R

Q

 
3
2

6
4

71
51

xx
yy

ABM
12

12 =
−
−

=
−
−

=
−
−

=

2 5 3
2 0 2

mCD
− −

= =
−

 
ABm

 
CDm
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● نشان دهید که قطرهايOC وBD با هم عمود اند.
می دانیم که از هر دو نقطه در یک مستوی تنها یک خط مستقیم می گذرد، در کدام 

حالت از سه نقطه تنها یک مستقیم می گذرد؟

R وقتي روي یک مستقیم قرار دارند  PQ و  , نقاط 
QR باشد. PQ مساوي با میل  که میل 

 

 P

R
Q

)3,1(,)3,2(,)1,0( را در نظر بگیرید و نشان دهید که  −−− ABC مثال2: سه نقطة 
این سه نقطه روي یک خط مستقیم قرار دارند.

              
2

2
4

02
13

ABm ==
−
+

= 
ABm حل: میلAB عبارت است از:             

                
   

 
2

1
2

01
)1(3mAC =

−
−

=
−−

−−−
= AC  عبارت است از:         میل 

           

                  
 

2
3
6

21
33m, BC =

−
−

=
−−
−−

=
BC  عبارت است از:              میل 

تعريف

 C AB و , BC  با هم مساوي اند، در نتیجه نقاط  AC  و  ،  AB چون میل خطوط 
روي یک مستقیم قرار دارند.

1mm  باشد آن دو خط با هم عمود است.  21 −=⋅ ● اگر 
با هم دیگر  قطعه خط آن ها  میل هر  دارد که  قرار  زمانی روي یک خط  نقطه  سه   ●

مساوی باشد.

تمرين
C)5,6( س��ه رأس یک مثلث داده ش��ده اند. نشان دهید  که  )3,8(,)1,6( و AB   -1

مثلث قایم الزاویه است.
)1,1(,)5,7( و قطعه خطي ک��ه از نقاط  AB 2- وضعی��ت قطع��ه خطي ک��ه از نق��اط 

)2,2(,)5,0( مي گذرد با هم دیگر تعیین کنید. CD
B و قطع��ه خطي که از نقاط  )5,7( A و  )4,2( 3- وضعی��ت قطع��ه خطي که از نقاط 

D مي گذرد با هم دیگر تعیین کنید. )5,3( −− C و )4,1( −
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فعاليت

فعاليت

چند نقطه را روي خط ش��کل مقابل 
انتخاب کنید.

چه رابطه یی بین فاصله و ترتیب نقاط 
روي خط مي بینید؟

معادلۀ خط مستقیم

D)3,3(وC)2,2(B,)4,4(,A)1,1( را روي کمیات وضعیه مشخص کنید. −−−− ● نقاط 
● از وصل کردن این نقاط با هم کدام شکل حاصل مي شود؟

B(0,0) روي این شکل قرار دارند؟ چرا؟ A(1,1) و ● آیا نقاط

نتیجة فعالیت فوق را می توان به صورت کلي طور زیر بیان کرد:
که رابطه بین فاصله و ترتیب نقاط روي یک خط  y x= − و y x= رابطه هایي چون

را نشان مي دهند معادلة خط مستقیم گفته مي شود.
مي دانیم از هر دو نقطه در یک مستوي تنها و تنها یک خط مي گذرد، حال مي خواهیم 

معادلة خطي که از دو نقطة کیفي بگذرد را پیدا کنیم.

),(  را در سیستم کمیات وضعیه مشخص کنید. 22 yxB ),(  و  11 yxA ● دو نقطة  کیفي 

B با هم وصل شوند چه به دست می آید. A و ● اگر نقاط
AB  در نظر گرفته نشاني  ),( را بالاي خط مستقیم  yxM ● یک نقطة کیفي دیگر مانند

کنید.
y  عمودها رسم و نام گذاري کنید. و   x B  بالاي محورهاي  AM  و  , ● از نقاط 

از انجام فعالیت فوق چنین نتیجه گیري می نماییم:

x

y

O
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تمرين

),( نیز  yxM ),(  بگذرد و نقطة  22 yxB ),(  و  11 yxA معادلة خط مس��تقیمي که از نقاط 
بالاي این خط مس��تقیم قرار داشته باشد، داراي شکل 

مقابل است:
1 2 1

1 2 1

2 1
1 1

2 1

y y y y
x x x x

y yy y (x x )
x x

− −
=

− −
−

− = −
−

  
 

)1,2( بگذرد. −B A)4,3( و مثال1:معادلة خط مستقیمی را بنویسید که از دو نقطة 
حل: با استفاده از معادلة خط مستقیمي که دو نقطة آن معلوم باشد، مي توانیم بنویسیم 

1که:     2 1

1 2 1

y y y y
x x x x
y 4 1 4 y 4 5
x 3 2 3 x 3 1
y 4 5(x 3)
y 5x 15 4 5x 11

− −
=

− −
− − − − −

= ⇒ =
− − − −
− = −
= − + = −

 
5

3
4

=
−
−

⇒
x
y

 115 −= xy

 3x −= مثال 2: معادلة خطی مستقیمی را بنویسید که محور x را در نقطه یی به فاصلة 
4y قطع کند. = و محور y را در نقطه یی  به ترتیب 

3x قطع می کند، پس  −= حل: چون خط مستقیم محور x را در نقطه یی به فاصلة 
−)0,3( است. به همین ترتیب  در سیستم کمیات وضعیة مختصات این نقطة تقاطع 
)4,0( مي باشد. حالا با دانستن  محل تقاطع خط با محور y در سیستم کمیات وضعیه 

مختصات دو نقطة یک خط مي توانیم معادلة آن را چنین بنویسیم:

 124x3y =−

 

123x4y3

)3x(4y3
3
4

3x
y

)3(0
04

)3(x
0y

xx
yy

xx
yy

12

12

1

1

==−

+=⇒=
+

−−
−

=
−−

−
⇒

−
−

=
−
−    

   

B)4,3( بگذرد. )1,2( و  −A 1- معادلة خط مستقیمی را دریابید که از نقاط 
)6,5()4,1(,)3,1( باشد. ABæC )6,5()4,1(,)3,1( و− ABæC − AM  مثلث را دریابید که رأس هاي آن  2- معادلة میانة 

A)0,3( و مح��ور y را در  3- معادل��ة خ��ط مس��تقیمي را دریابید که مح��ور x را در
)2,0( قطع کند. −B

x

y

A

O

B

M

x1 xx 2

y

y

1

y2

x

y

A

O

B

M

x1 xx 2

y

y

1

y2
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  MA میل با    ABمیل مقابل  شکل  در 
چه رابطه یی دارند؟

آیا میل هر قطعه خط دیگری که روي 
خ��ط ویا م��وازی به این خ��ط انتخاب 
کنیم با میل AB برابر است یا خیر، اگر 

است چرا؟

معادلۀ خط مستقیمي که  میل و يك 
نقطه آن معلوم باشد

معلوم  آن   ),( 22 yxB و   ),( 11 yxA نقطة دو  که  مستقیم  خط  یک  معادلة  مي دانیم 
                                                

1 2 1

1 2 1

y y y y
x x x x

− −
=

− −

باشد، عبارت است از:    
                                                   

2 1
1 1

2 1

( )y yy y x x
x x

−
− = −

−
یا  

2 میل خط مستقیم را نشان می دهد بناءً معادلة فوق شکل زیر را به خود  1

2 1

y y
x x

−
−

چون 

                                           1 1( )y y m x x− = − اختیار می کند.   
1 و میل آن  یعني  1( , )A x y معادلة اخیر معادلة خط مستقیمي است که یک نقطة آن 

m معلوم است.

 باشد.
2
1 )3,2( مي گذرد و میل آن  مثال1: معادلة مستقیمي را بنویسید که از نقطة 

1 1( )y y m x x− = − حل: چون میل و یک نقطة مستقیم داده شده، پس از معادلة
مي توانیم بنویسیم:        

                          
       

                                                                      

x

y

A

O

B

M

x1 xx 2

y

y

1

y2

x

y

A

O

B

M

x1 xx 2

y

y

1

y2

2( 3) ( 2)
2 6 2
2 4

y x
y x
y x

− = −
− = −
− =

13 ( 2)
2

y x− = −

 

2
2
1

42
62

+=
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تمرين

)1,3( بگذرد و به محور x موازي باشد، بنویسید. مثال2: معادلة خطي که از نقطة 
حل: چون خط موازي به محور x است بناءً  میل آن صفر است در نتیجه معادلة آن 

طور زیر به دست می آید:                                            
1 0 ( 3)
1 0
1

y x
y
y

− = −
− =
=

)( axmby −=−

x=3 می باشد. معادلة آن به صورت 
),( مي گذرد و موازي  ba معادلة خط مستقیمي که از نقطة 

by = محور x باشد عبارت است از: 
),( مي گذرد و موازي با محور y باشد، عبارت  ba معادلة خط مستقیمي که از نقطة 

ax = است از: 
 )4,2(−B ∆ را به دست آرید که از نقاط، مثال 4: معادلة ناصف عمودي قطعه خط

بگذرد.
AB  را  حل: براي دریافت معادلة ناصف عمودي این قطعه خط ابتدا  میل قطعه خط 

به دست آورده و بعداً نقطة وسطي آن را دریافت مي نماییم.

)1,3( بگذرد و با محور y موازي  مثـال3: معادلة خطي را دریافت کنید ک��ه از نقطة 
باشد، بنویسید.

حل: چون خط موازي محور y است پس میل  آن تعریف 
این  روي  نقطه  هر  می دانیم  ولي  نیست(.  )معین  است  نشده 
قرار دارد، پس   )1,3( خط داراي فاصلة مساوي به فاصلة نقطة 

1-  معادلة خط مستقیمي را دریابید که میل آن 4 و محور y را در نقطة 3- قطع کند.
−2 باشد. گذشته و میل آن  )4,5( −P 2-  معادلة خط مستقیمي را به دست آرید که از نقطة 

0733 دریابید. =−+ yx 3- میل و نقطة تقاطع با محور y را در معادلة 

x
1

y

O 3



:  AB مختصات نقطة وسطی خط 

2 1

2 1

1 2 1 2

1 1

4 4 1 12
2 2 2

0 0( , ) ( , ) (0,0)
2 2 2 2

1 1( ) 0 ( 0)
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y ym mAB x x mAB
x x y ymAB
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فعاليت

نسبت   1234 ,,, llll چهار خط 
به هم دیگ��ر در کدام وضعیت قرار 

دارند؟

شكل عمومی معادلة خط مستقيم

معادلة الجبري یک خط مس��تقیم را که رابطه بین مختصات هر نقطة روي یک خط را 
نشان می دهد، دانستیم. حال شکل عمومي معادلة خط را طور زیر بیان می نماییم:

معادلة خط مستقیم در حالت ستاندارد )معیاری( به شکل زیر است:
0 a cax by c y x

b b
−

+ + = = یا−   

b≠0 است. c اعداد حقیقي و  ab و  , که در آن 

 تقاطع با محور y را نشان می دهد.
b
c−  میل خط و  

b
a− در معادلة فوق 

y mx h= + به این ترتیب می توان گفت هر مستقیمی که در مستوي داراي معادله یی به شکل 
باشد، در آن m میل خط مستقیم و h ترتیب نقطة تقاطع با محور y است.

در حالت عمومی هر رابطة خطي بر حسب x و y که در آن توان x و y یک باشد، 
معادلة یک خط مستقیم می باشد.

فعاليت
−=2 را در یک سیستم کمیات وضعیه رسم کنید. xy 0632 و  =−+ yx ● دو مستقیم 

● میل هر یک از این خطوط را به دست آرید.
● این دو خط نسبت با هم در کدام وضعیت قرار دارند؟

از فعالیت فوق می توان نتیجه را طور زیر بیان نمود که:
اگر میل دو خط با یک دیگر مساوي نباشند آن دو خط یک دیگر را قطع می کنند.

 2 2 2 0a x b y c+ + = 1 و  1 1 0a x b y c+ + = در حالت معیاری اگر دو خط مستقیم 
متقاطع باشند، میل آن ها با هم مساوي نبوده و از آن جا نتیجه مي شود که:    
1 2 1 1

1 2 2 2

a a a b
b b a b

≠ یا≠       

l 1

l 2
l 3

l 4

x

y

O
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فعاليت

تمرين

را در مختصات کمیات   0126 =+− yx و   053 =−+− yx مستقیم  ● دو خط   
وضعیة قایم رسم کنید.

● میل هر یک از این خطوط را به دست آرید.
● این دو خط نسبت به هم در چه وضعیتي قرار دارند؟ چرا؟

وقتي   2 2 2 0a x b y c+ + = و  1 1 1 0a x b y c+ + = خط  دو  معیاری  حالت  در 
موازي مي باشند که میل هاي آن ها مساوي باشد، از این جا می توان نتیجه گرفت که 
 و 

2

1

2

1

2

2

1

1

b
b

a
a

b
a

b
a

⇒=
2

1

2

1

2

2

1

1

b
b

a
a

b
a

b
a

⇒=
2

1

2

1

2

2

1

1

b
b

a
a

b
a

b
a

⇒=
 

2

1

c
c

≠ بین ضرایب متحولین آن ها رابطة زیر برقرار است:    
 برقرار باشد در این صورت خطوط منطبق اند.

2

1

2

1

2

1

c
c

b
b

a
a

== اگر بین ضرایب رابطة 

134 با هم چه رابطه دارند؟ −=− yx 543 و  =+ yx مثال1: خطوط مستقیم
حل: با استفاده از ضرایب معادلات دو خط داریم که:

134
543

222

111

=−==
−===

cba
cba

 است، پس دو خط متقاطع اند.
3

4
4
3

−
≠  یعني 

2

1

2

1

b
b

a
a

≠ 1- چون 

1 است، پس این دو خط در نقطة تقاطع با هم عمود اند.
3

4
4
3

−=
−

× یعني 1 1

2 2

1a b
a b

× = − 2- چون

مثال 2: در معادلات زیر قیمت عددي k را چنان تعیین کنید که مستقیم ها با هم عمود باشند.
3 1 0 , 2 6 3 0kx y x y+ − = − + =

حل: شرط عمودیت را تحقیق می نماییم.

0568 را معلوم کنید. =++ yx 0134 و  =−+ yx 1-  حالات خطوط 
0524 را دریافت کنید. =+− yx 8 و  4 10 0x y− + = 2-   حالات خطوط

0532  طوری تعیین  =+− yx 0ky1)x(k  و  =++ 3-  قیمت k را در معادلات 
نمایید که خطوط با هم موازي باشند.

90)6(32
02121

=⇒=−+⋅
=⋅+⋅

kk
bbaa
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فعاليت

سيستم معادلات خطی 

فعاليت
53  را به دست آرید. +−= xy 24 و  −= xy • میل خطوط 

• این دو خط نسبت با هم چه رابطه دارند؟ چرا؟  
• دو خط فوق را در یک مستوی کمیات وضعیه رسم کنید. چه رابطه بین خطوط  

رسم شده مشاهده می شود؟

نباشند،  مساوی  هم  با  دو خط  این  میل  اگر  که  می رسد  مشاهده  به  فوق  فعالیت  در 
هم دیگر را در یک نقطة مانند P قطع می کنند، چون نقطة تقاطع بالای هر دو خط واقع 
است، پس مختصات نقطة تقاطع در هر دو معادله صدق می کند، اگر مختصات نقطة 

تقاطع)P)x,y باشد آن گاه داریم که: 
53 +−= xy 24 و  −= xy

در نتیجه:

                                     1
77

5324

=
=

+−=−

x
x

xx

          
با وضع کردن قیمت x در معادلات فوق قیمت y را به دست می آوریم.

22)1(424 =⇒−=⇒−= yyxy

به ش��کل توجه نمایی��د، آیا مختصات 
نقطة P در هر دو معادلة خطوط مستقیم 

صدق می کند؟

x+y=3

x-y
=1

2

P
1

x

y

O
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فعاليت
• سیستم معادلات خطی مقابل را مد نظر بگیرید.                    

222  را به نام چه یاد می کنند؟ ,, abc 111 و  ,, abc • در این سیستم 
• در معادلات فوق x و y را چه گویند؟

• آیا نقطة تقاطع خطوط، حل سیستم معادلات شده می تواند؟

برای حل سیس��تم معادلات خطی، رابطة )I( را مي توانیم به ش��کل زیر بنویس��یم، در 
2b  خلاف صفر باشد. 1b  و  صورتی که 










+−=

+−=

2

2

2

2

1

1

1

1

b
cx

b
ay

b
cx

b
ay

 
پس سه حالت زیر را داریم:

1-  اگر میل های خطوط مساوی نباشند، در آن صورت دو خط یک دیگر را در یک 
نقطه قطع می کنند.

2-  اگر میل های خطوط مساوی، ولی تقاطع آن ها با محور y در نقاط مختلف باشد، 
در آن صورت خطوط با هم موازی اند.

آن صورت  در  باشد،  مساوی  هم  با   y محور  با  آن ها  تقاطع  و  میل خطوط  اگر    -3
خطوط منطبق اند.

مثال1: سیستم معادلات خطی زیر را حل کنید.

 

 





=+
=+

52
7

yx
yx

حل: برای حل، سیستم معادلات را به شکل زیر می نویسیم:
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xyxy
xyxy

نقطة  می گوییم  حالت  این  در   ،  P(1,2) از است  عبارت  تقاطع  نقطة  مختصات  پس 
P(1,2)  نقطه یی است که در مورد هر دو معادلة خط ها صدق می کند که حل سیستم 

 می باشد.
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مساوی  دو خط  میل  این که  از  است   -2 و   -1 فوق  دو خط  میل  اخیر  معادلات  در 
نیستند، پس دو خط یک دیگر را در یک نقطه قطع می کنند. برای دریافت مختصات 

نقطه تقاطع طور زیر عمل می کنیم:

2752
527

−=⇒−=+−
+−=+−

xxx
xx

با گذاشتن 2-  به عوض x در معادلة یکی از خطوط، داریم که:
 97)2(7 =⇒+−−=+−= yxy

−)9,2( حل سیستم معادلات و محل تقاطع دو خط است که در شکل زیر  بنابر این 
دیده می شود:

مثال2: سیستم معادلات خطی زیر را حل کنید.
               

حل: ابتدا معادلات را طور زیر می نویسیم: 

               
و  اند  موازی  خود  بین  خطوط  نتیجه  در  است   -1 به  مساوی  خط  دو  هر  میل  چون 

یک دیگر را قطع نمی کنند؛ یعنی سیستم معادلات خطوط موازی حل ندارد.

P(-2 , 9)
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مثال3: سیستم معادلات خطی را حل نمایید:
              

حل: ابتدا سیستم معادلات را طور زیر می نویسیم:
                                                              

به مشاهده می رسد که میل خطوط و تقاطع آن ها با محور y نیز مساوی است پس دو 
خط با هم منطبق اند، در این حالت دو خط نقاط مشترک بی شمار دارند، در نتیجه 

سیستم معادلات خطی حل های زیادی دارد. 
2c  اعداد حقیقی و y,x مجهول ها باشند، در آن صورت  11122 و  ,,,, abcab اگر 

   اند.




=+
=+

222

111

cybxa
cybxa سیستم معادلات خطی 

- اگر خطوط یک دیگر را در یک نقطه قطع نمایند، معادلات یک حل دارد.
- اگر خطوط با یک دیگر موازی باشند معادلات حل ندارد.

- اگر خطوط باهم منطبق باشند معادلات دارای بی نهایت حل است.

سیستم معادلات خطی زیر را حل نمایید.
                                     

     

تمرين
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فعاليت

حل سيستم معادلات خطی به روش 
تعویضی

o20  است. معادلات الجبری  100  و حاصل تفریق آن • مجموعة دو زاویة یک مثلث 
آن را بنویسید.

• سیستم معادلات فوق چند مجهول دارد؟ قیمت عددی هر یک را دریابید.
• قیمت های حاصلة معادلات را در سیستم امتحان کنید.

از فعالیت فوق حل مسأله و طریقة حل تعویضی سیستم معادلات خطی را در مثال زیر 
بیان می نماییم.

حل: اگر زوایای مثلث را A و B بنامیم، عبارت فوق را به شکل معادلات الجبری 
طور زیر می نویسیم:

  
                                 

حال قیمت A را از جنس B از معادلة اول به دست می آوریم: 
این قیمت A را در معادلة دوم به عوض A  وضع نموده معادله را حل می نماییم.

                    
را   A قیمت عددی  نموده،  معادلات سیستم وضع  از  یکی  در  را   B قیمت  این  حال 

به دست می آوریم:
   

    

به حل سیس��تم مع��ادلات خطی توجه 
کنید، به نظر شما قیمت عددی مجهول 

x به چه ترتیب به دست آمده است؟

∧∧

−= B100A 

 oooo 40B80B220BB100 =⇒−=−⇒=−−
∧∧∧∧
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1023
032

yx
yx مثال: سیستم معادلات دو مجهولة زیر را حل نمایید.   

                                                            
حل: اول قیمت یک مجهول را از جنس مجهول دیگر به دست آورده، در معادلة دوم 

آن را وضع می نماییم:
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برای حل سیستم معادلات دو مجهولة درجه اول طور زیر عمل می نماییم.

• قیمت یک مجهول را از جنس مجهول دیگر دریافت نموده، در معادلة دوم آن را  
وضع می نماییم.

قیمت  و  حل  مجهول  آن  برای  را  شده  حاصل  یک  درجه  مجهولة  یک  معادلة   •
مجهول را به دست می آوریم.

• این قیمت حاصل شده مجهول را در یکی از معادلات داده شده، سیستم وضع کنید. 
قیمت مجهول دیگر به دست می آید.

• قیمت های به دست آمده مجهول ها را در سیستم معادلات وضع نمایید، اگر هم زمان 
در هر دو معادله صدق کند حل معادله صحیح است، در غیر آن صحیح نیست.

حل سیستم معادلات خطی زیر را به روش تعویضی به دست آرید.
 










−=−

=+










=+

=−










−
=

+

=
+

+
−





=−
=+





=−
=−





=+
=

4
26

6
53

2

)6
712

135

)5

33
3

4
4

2
3

12

)4

2532
22

)3
106

1527
)2

6
2

)1

yx

yx

yx

yx
yxx

yx

ba
ba

yx
yx

yx
xy

تمرين
ACKU



81

فعاليت

حل سيستم معادلات خطی به
 روش افنا

• سیستم معادلات خطی را بنویسید که دو معادله با دو مجهول داشته باشد.

• این سیستم را با استفاده از روش گراف حل نمایید.
• حل سیستم فوق را به روش تعویضی به دست آورید.

• آیا روش دیگری برای حل سیستم فوق موجود است؟

یکی از روش های دیگر حل سیستم معادلات روش افنا می باشد که در مثال زیر آن را 
شرح می دهیم:

 
 I...............
 II...............
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yx
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مثال1: سیستم معادلات خطی داده شده  را حل کنید.
                    

حـل: اول معادلات را طوری تغییر ش��کل می دهیم که اگ��ر آن ها را طرف به طرف جمع یا 
تفریق نماییم، یکی از مجهول ها افنا )حذف( گردد، مثلًا برای افنای مجهول x اطراف معادلة 
اول را در ضری��ب x معادلة دوم یعني 5 ضرب و اط��راف معادلة دوم را در ضریب x معادلة 

 اول یعنی 7 ضرب می کنیم:        
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معادلات تشکیل شده جدید که در آن ضریب های x با هم مساوی گردیده، از هم دیگر 
تفریق می کنیم.

حمیرا به زحل گف��ت اگر پول هایت 
را برای��م بدهی من صاحب 15 افغانی 
می ش��وم. زحل به حمی��را گفت اگر 
س��وم حصة پول خود را به من بدهی 
م��ن صاح��ب 5 افغانی می ش��وم، هر 

کدام آن ها چند افغانی دارد؟

 

?
?

?
3
1

?

=
=

=+

=+

y
x

yx

yx

ACKU



82

تمرين

                           

 2052535 =+ yx 

15639 =y

491435
205235

=−
=+

yx
yx

− + − 4
39

156
=⇒=⇒ yy

   
قیمت y را در یکی از سیستم معادلات وضع نموده، قیمت عددی مجهول دومی را به دست 

 
31557)4(25

725
=⇒=⇒=−

=−
xxx

yx می آریم.                                             
         

            




−=−
=+

132
423

yx
yx مثال2: سیستم معادلات زیر را به طریقة افنا حل کنید:              

حل: ابتدا یکی از مجهول ها را حذف می نماییم، مثلًا y را، بناءً معادلة اول را به 3- 
ضرب می کنیم  و معادلة دوم را به 2 ضرب نموده، حاصل آن را طرف به طرف جمع 

می کنیم.

 

    
• هر مجهولي را که می خواهیم آن را افنا نماییم، ضریب آن را مد نظر گرفته، ضریب 
مجهول افنا شدنی معادلة اول را در معادلة دوم و به همین ترتیب ضریب مجهول افنا 

شدنی معادلة دوم را در معادلة اول ضرب می دهیم.
• معادلات حاصل شده را از هم دیگر تفریق می کنیم که قیمت یک مجهول به دست 
قیمت  نموده،  وضع  سیستم  معادلات  از  یکی  در  را  شده  قیمت حاصل  این  می آید. 

عددی مجهول دومی را به دست می آوریم.

حل سیستم معادلات خطی زیر را به طریقة افنا به دست آرید.
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فعاليت

در رابطه هاي فوق چه شباهت ها و چه 
تفاوت هایي را مي بینید؟

تغییر مكان 
 Transformation

,C(2-(4   را در سیستم کمیات وضعیه تعیین نمایید. ,A(1,,3)B(-2(2  و  ● نقاط 
● به مختصة x این نقاط 2 واحد افزود سازید.

● نقاط حاصله را در همان سیستم کمیات وضعیه نشان دهید.

به  می توان  را  مستوي  یک  ),( yx مانند  کیفي  نقطة  هر  که  دیدیم  فوق  فعالیت  در 
نقطة داده  )2,( منتقل ساخت، در چنین حالتي مي گوییم نقطة جدید تصویر  yx +

( است. yx ,2+ شده در مستوي تحت تبدیل) 
نقطة جدید را  تنها یک  تنها و  از مستوي کمیات وضعیه  نقطه یی  به هر  رابطه یي که 

نسبت دهد، یک تغییر مکان یا تبدیل در مستوي خوانده مي شود.
C)4,2( را تحت تبدیل هاي زیر در مستوي  و )2,1(D  ، )1,4(E مثال : تصویر نقاط 

به دست آرید.

حل: ابتدا نقاط را در کمیات وضعیه تعیین می نماییم.
داریم که: ),(),( yxyx T −→ 1T a : تحت تبدیل  

)4,2()4,2(
)2,1()2,1(
)1,4()1,4(

−=
−=
−=

T
T
T

x

AA′

B′

C′

D′

B

T

C

D

(x , y)  →  (–x , y)

y

O

x

y

O 1 4

E´

C´

E

C

D´
D

: ( , ) ( , ) : ( , ) ( , )
: ( , ) ( , ) : ( , ) ( 2, 3)

T R

M S

a x y x y b x y x y
c x y y x d x y x y

→ − → −

→ → + +

 1T  2T
 3T  4T
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تمرين

داریم که: ),(),( yxyx R −→
 2T b: تحت تبدیل 

 
)4,2()4,2(

)2,1()2,1(
)1,4()1,4(

−=
−=
−=

R
R
R

داریم که: ),(),( xyyx M→
 3T c: تحت تبدیل 

),()3,2(  داریم که: ++→ yxyx S 4T 4T d: تحت تبدیل 

)7,4()4,2(
)5,3()2,1(
)4,6()1,4(

=
=
=

S
S
S

در مثال فوق می توان نشان داد که تحت تبدیل های داده شده، فاصلة نقاط تغییر نمي کند 
CEEC  است.   ′′= )(' باشد، پس  EET = )(' و  CCT = به طور مثال اگر 

است.
تبدیل های  تحت  را   )3,3( و )1,3(,)2,2(,)1,1( −−−− نقاط  تصویر   -1

زیر در کمیات وضعیه به دست آرید.

تبدیل هایي که فاصله بین نقاط را حفظ مي کند ایزومتري )Isometry( نامیده مي شود.

پذیر  انطباق  شکل  اصل  با  نماید،  مکان  تغییر  ایزومتریک  یک  توسط  شکلي  اگر 

y

C

C

D
E

E
D

x

y

C

D
E xD

C

E

y

C

D
E

x

D

C

E

 

2)(4,4) M(2,
1)(2,2) M(1,
4)(1,1) M(4,

=
=
=

 

)2y,1x3()y,x(:e
)2y,0()y,x(:d

)0,5x()y,x(:c
)y,x2()y,x(:b

)2y,1x()y,x(:a

P

R

K

D

T

+−→

−→

+→

→

+−→ 1T

 2T

 3T

 4T

 5T
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فعاليت

 در 
∆

ABC در ش��کل مقابل مثل��ث 
مستوي حرکت کرده و در موقعیت 
تغیی��ر محل نموده   

∆

''' CBA جدید 
اس��ت. آیا مي توانید تغییر مکان این 

حرکت را شرح دهید؟

انتــقال
Translation

∆  در کمیات وضعیه رسم کنید و مختصات رأس های آن را 

ABC ● یک مثلث کیفي 

به دست آرید.
∆  را به اندازة 2 واحد در جهت مثبت محور x و 1 

ABC ● مختصات رأس های مثلث 

C' به نامید. ',' و AB واحد در جهت مثبت محور y حرکت دهید، نقاط جدید را 
 را از نظر طول 

∆

''' CBA ∆  و 

ABC C' را با هم وصل نموده، مثلث  ',' و  AB ● نقاط 
اضلاع و شکل ظاهري با هم مقایسه کنید.

هرگاه همه نقاط یک شکل را به یک جهت معین در یک فاصله حرکت دهیم، شکل 
حاصله با شکل اولي انطباق پذیر است. این حرکت را به نام انتقال یاد نموده، آن را طور 

( , ) ( , )T x y x h y K= + + زیر نشان می دهند.                              
 که در آن h و k اعداد حقیقي هستند.

 )2,3(−E )5,1( و  −D  ، )0,0(C  ، )1,2(,)4,3( −AB مثال 1: تصویر های نقاط 
),()2,1( نشان دهید. +−= yxyxT را در کمیات وضعیه تحت رابطة انتقال 

حل: ابتدا نقاط را روي کمیات وضعیه تعیین نموده، بعداً نقاط را تحت رابطة انتقال  
),()2,1( به دست مي آوریم. +−= yxyxT

x

y

O

1

4

E´

C´

E

C

D´ D

A

B

C

B′A′

C′
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در مث��ال ف��وق ب��ا وصل نم��ودن نق��اط تصوی��ر آن ها دی��ده مي ش��ود، قطع��ه خط های
'EE  با یک دیگر موازي و مس��اوي  اند که به نام وکتور انتقال  'AA',BB',CC',DD  و 

نامیده مي شود.
در  را  آن  باشد،  مربع  رأس های یک    )1,6(A,)3,8(B,)5,6(Cو)3,4(D اگر   :2 مثال 

2y,5x()y,x(T(  رسم نمایید. −−= کمیات وضعیه تحت رابطة انتقال 

DCBA  است. ′′′′ حل: منطقلة مربع ABCD تحت انتقال، چهار ضلعی 

انتقال یک رابطة ایزومتري است.

تمرين
P)3,3( یک چهار ضلعي باشد، چهار  O)5,2(  و   ، )1,1(,)5,2( −− MN 1- اگر

),()9,( رسم نمایید. yxyxT −+= ضلعي و تصویرش را تحت رابطة 
O)3,5( رأس های مثلث اند. مثلث و تصویرش را تحت تبدیل  و )0,5(,)0,7( IL  -2

3x,3y()y,x(F(  رسم نمایید. −+−=

x
A

A’

B

B’

D

D’

E

E’

C

C’

x

y

A

A’

B

B’

D

D’

C

C’

 

)4,4()22,13(T),2,3(E
)3,0()25,11(T),5,1(D

)2,1()20,10(T),0,0(C
)6,2()24,13(T),4,3(B

)1,1()21,12(T),1,2(A

E

D

C

B

A

−=+−−−
−=+−−−

−=+−
=+−
=+−−−

x
A

A’

B

B’

D

D’

E

E’

C

C’

x

y

A

A’

B

B’

D

D’

C

C’

 

)1,1(')23,54(),3,4(
)3,1(')25,56(),5,6(
)1,3(')23,58(),3,8(

)1,1(')21,56(),1,6(

−=⇒−−=
=⇒−−=
=⇒−−=

−=⇒−−=

DTD
CTC
BTB
ATA

D

C

B

A
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فعاليت

در تصویر کاغذپران دقت کنید، به نظر 
شما این کاغذپران نسبت به کدام یک 

از اقطار خود متناظر است؟

انعـــكاس
Reflection

● یک شکل را در وسط یک صفحة کاغذ رسم نمایید.
● همه خطوط آن را به رنگ آبي یا توشی که رنگ 

آن به زودی جذب کاغذ نشود رنگ کنید.
● کاغذ را به وسط آن طوري قات نمایید که به یک طرف 

صفحة قات شده شکل قرار گیرد.
مقابل شکل  به  را  نموده کدام شکل  باز  را  ● صفحه 

اصلي مي بینید. فرق بین آن ها چیست؟

تبدیل گردد که  )'( طوري  p از شکل  نقطه  به یک   )(P نقطة یک شکل هر  اگر   
∆)( مساوي به هر نقطه از شکل P)( نظر به یک محور  فاصله های هر نقطه از شکل 

 )(∆ ∆ یاد می کنند که محور )'( باشد، آن تبدیل را به نام انعکاس نسبت به محور  p

را محور انعکاس گویند.
مستطیل  یک  رأس های   )2,1(D و   )0,2(,)2,6(,)4,5( ABC هرگاه  مثال1: 
باشند، مستطیل را در کمیات وضعیة قایم رسم نموده، تصویر آن را نظر به هر دو محور 

رسم نمایید.

تعريف

تمرين
P P’d d’
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),(),( انعکاس نسبت به محور y است. yxyxT −= تغییر مکان
),(),( انعکاس نسبت به محور x است. yxyxT −= تغییر مکان 

xy  است. = x,y()y,x(T(   انعکاس نسبت به مستقیم = تغییر مکان 

ABCD را نظر به محورy رسم نماییم، در این صورت  حل: هرگاه تصویر مستطیل 
)( تبدیل می گردد و اگر تصویر آن را نسبت به محور x رسم  x− تنها مختصة x آن به 

نماییم، تنها مختصة y  آن به y- تبدیل مي گردد، طوري که در شکل دیده مي شود.

تمرين
)1,3(  رأس هاي یک مثلث باشند، مثلث و تصویرش  −C )1,7(,)1,3( و  AB 1- اگر 

را تحت رابطه هاي انعکاس زیر رسم کنید.

),(),(:),(),(:
),(),(:),(),(:

43

21

xyyxRdxyyxRc
yxyxRbyxyxRa

−−==
−=−=        

)3,2( رأس هاي یک مربع باشند  −D و  )5,3( −−C ، )2,0(,)0,5( AB − 2- اگر 
رسم کنید. ),(),( xyyxR −−= مربع و تصویرش را تحت رابطة انعکاس 

  ∆

ABC 1,5( رأس های یک مثلث اند. تصویر مثلث(C )2,3(,)4,1( و  AB − 3- نقاط
را نظر به محور های x و y تحت رابطة:

∆  به نامید.

C'B'A' 02 رسم کرده آن را =+x  ●

 به نامید.
 ∆

'C''B''A' 03 رسم کرده آن را  =+y  ●

(x , –y)(x , y)
A(2 , 0)

B(6 , 2)

C(5 , 4)

D(1 , 2)

A´(2 , 0)

B´(6 , –2)

C´(5 , –4)

D´(1 , –2)

A˝(–2 , 0)

B˝(–6 , 2)

C˝(–5 , 4)

D˝(–1 , 2)

(–x , y)

x

y

O A´
B˝

C˝
D˝

A˝ B´

C´

A

C

D´

D
B

(x , –y)(x , y)
A(2 , 0)

B(6 , 2)

C(5 , 4)

D(1 , 2)

A´(2 , 0)

B´(6 , –2)

C´(5 , –4)

D´(1 , –2)

A˝(–2 , 0)

B˝(–6 , 2)

C˝(–5 , 4)

D˝(–1 , 2)

(–x , y)

x

y

O A´
B˝

C˝
D˝

A˝ B´

C´

A

C

D´

D
B

انعکاس نظر به محور y      انعکاس نظر به محور x         نقاط
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فعاليت

 در یک 
∆

ABC در ش��کل مقاب��ل 
در  و  ک��رده  حرک��ت  مس��توي 
قرار   ∆

''' CBA جدی��د  موقعی��ت 
گرفته اس��ت. آیا مي توانید تبدیل 

مانند این حرکت را شرح دهید؟

دوران
Rotations

مدل مقابل، دو موقعیت مختلف را در چرخ بازي اطفال نشان می دهد.
● باتوجه به شکل، مشاهده مي شود که ´A متناظر A و 
 'BOB AOA' و  ´B متناظر با نقطة B اس��ت. دو زاویة 

را اندازه گیري کرده با هم مقایسه کنید.
● حال یک نقطة دل خواه را روي موقعیت اول چوکي 
چرخ بازي اطفال انتخاب کنید و آن را P بنامید، زاویة 

'POP  را اندازه نمایید.
● نقطة متناظر P را در موقعیت دوم چوکي پیدا کرده 

آن را ´P بنامید.
با در نظر داشت فعالیت فوق دوران را به عنوان یک تغییر مکان در مستوي طور زیر 

تعریف مي کنیم:
α  دوران  اگر یک شکل در مستوي حول یک نقطة ثابت O به اندازة یک زاویة ثابت 

کند، همة نقاط آن به عین زاویه دوران می کند.
α  را زاویة دوران گویند.  در این حالت نقطة ثابت  O را مرکز دوران و زاویة ثابت

C)2,5(وB)0,5(,A)0,2(   رأس های یک مثلث اند،  در یک مستوي  مثال :  
ABC و تصویرهایش را تحت هر یک از تبدیل هاي زیر رسم  کمیات وضعیة مثلث 

کرده، سپس هر تبدیل را شرح دهید.

A

B

C

B′

A′

C′

 A
 B

 O

 'A

 'B

P

 'P
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  ),(),(3 xyyxR −= 2),(),(  ج:  yxyxR −−= 1),(),(   ب: xyyxR −= الف:
حل: 

3R دوران های به مرکز  12 و  , RR با توجه به ش��کل، مشاهده مي ش��ود که تبدیل هاي 
270 اند. 180 و  , 90  مبدأ کمیات وضعیه و به ترتیب به زاویه های

C)1,7( رأس هاي یک مثلث باشند. )2,6(,)0,0( و  AB − 1- اگر 
),(),(   رسم کنید. xyyxR −= الف: شکل و تصویر مثلث ABC را تحت تبدیل

ب: طول اضلاع مثلث و تصویرش را با هم مقایسه کنید، آیا این دوران یک ایزومتري 
است؟

رأس های یک مستطیل باشند. )2,3(−D )6,5(,)2,7(,)2,1( و  −−ABC 2- اگر 
),(),( رسم کنید. xyyxR −−= الف: مستطیل و تصویرش را تحت دوران  

ب: طول اضلاع و مساحت مستطیل و تصویرش را با هم مقایسه کنید. 

تعريف

A

A’

B’C’

A”B”

C” A”’

B”’ C”’

B

C

y

O

(-y,x) (x,y)

(-x,-y)

(x,y) (x,y)

(x,-y)
O O

y y

x x x

A

A’

B’C’

A”B”

C” A”’

B”’ C”’

B

C

y

O

(-y,x) (x,y)

(-x,-y)

(x,y) (x,y)

(x,-y)
O O

y y

x x x

R(x,y)=(-y,x)
(0,0) مرکز دوران
90   زاویة دوران

R(x,y)=(-x,-y)
(0,0) مرکز دوران
180  زاویة دوران

R(x,y)=(x,-y)
(0,0) مرکز دوران
270  زاویة دوران

نقطه تصویر
(x,y) (-x,y) (-x,-y) (x,-y)
A(2,0) A'(0,+2) A''(-2,0) A'''(0,2)
B(5,0) B'(0,+5) B''(-5,0) B'''(0,-5)
C(5,2) C'(-5,2) C''(-5,-2) C'''(2,-5)

(-x,y)
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● دو محور افقي و عمودي در یک مستوي که یک دیگر را عموداً قطع نموده باشد، 

به نام سیستم کمیات وضعیه یاد مي شود.
● محور افقي کمیات وضعیه را به نام محور فاصله و محور عمودي کمیات وضعیه را 

به نام محور ترتیب و محل تقاطع آن را مبدأ گویند.

2 به دست می آید.
2 1 2 1( ) ( )AB x x y y 2= − + − ● فاصله بین دو نقطه از رابطة

( به دست می آید.
2

,
2

( 2121 yyxxM ++ ● مختصات نقطة وسطي هر قطعه خط از رابطة 

● در قطعه خطی که مختصة y آن صفر باشد، مختصات نقطة وسطي آن خط از رابطة 

,0( به دست می آید.
2

( 21 xxM +

● در قطعه خطی که مختصة x آن صفر باشد، مختصات نقطة وسطي آن خط از رابطة  

( به دست می آید.
2

yy,0(M 21 +

به دست می آید.
 

 

12

12

xx
yym

−
−

=
 
● میل هر خط مستقیم از رابطة

● میل هر خط مستقیم مربوط به زاویه یي است که مستقیم با جهت مثبت محور x مي سازد.

● هر مستقیم که با جهت مثبت محور x زاویة حاده بسازد، میل آن مثبت و اگر زاویة 

منفرجه بسازد، میل آن منفي است.
● مستقیم های موازي داراي میل های مساوي اند.

● میل هر مستقیم مواز ي با محور x صفر و میل هر مستقیم عمودی بر محور x تعریف نشده است.

)1(− ● دو مس��تقیم وقتي با هم عمود اند که حاصل ضرب میل های آن ها مس��اوي به

شود.
● سه نقطة اختیاري زماني بالاي یک خط مستقیم قرار مي گیرند که میل هر قطعه خط آن ها 

با هم مساوي باشند.
● رابطه یي که به هر نقطه از مستوي کمیات وضعیه تنها و تنها یک نقطة جدید را نسبت 

دهد، یک تغییر مکان یا تبدیل گفته مي شود.
● هر گاه همه نقاط یک شکل به یک جهت معین و به یک فاصله حرکت دهیم، شکل 

حاصله با شکل اولي انطباق پذیر است. این حرکت را انتقال گویند.
به اندازة یک زاویة  )(O ● اگر یک شکل در یک مستوي به اطراف یک نقطة ثابت 
α دوران کند، همه نقاط آن به عین زاویه دوران مي کند. این حرکت دوران نامیده 

مي شود.

نكات مهم فصل سوم
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● در سوالات زیر به هر سوال چهار جواب داده شده است، جواب صحیح آن را انتخاب کنید.

1- حاصل ضرب میل های دو خط عمود بالای هم دیگر:
d( منفي یک است. ∞ است.   )c b( صفر است.  a(  )1( است.  

2- معادلة خط مستقیم که میل و تقاطع آن با محور y معلوم باشد، عبارت است از:

 )( 11 xxmyy −=−  )d      y mx b= +  )c   by = )b    y mx c= +)a

3- معادلة خط مستقیم که دو نقطة آن معلوم باشد، عبارت است از:

y mx= )d   

12

12

1

1

xx
yy

xx
yy

−
−

=
−
− )c  

12

1

12

1

xx
xx

yy
yy

−
−

=
−
−  )b  y mx b= + )a

y,0(B( عبارت است از: 2 )0,( و   1yA 4- مختصات نقطة وسطی دو نقطه 

)0,0(M  )d
    

)
2

,0( 21 yyM +  )c
    

)0,
2

( 12 yyM + )b
    

)0,
2

( 21 xxM + )a

x(B,0(وA)x,0(  عبارت است از: 12 5- مختصات نقطة وسطی دو نقطه  

)0,0(M  )d   )
2

,0( 21 yyM +  )c   )0,
2

( 12 yyM + )b   )0,
2

( 21 xxM + )a

6- فاصله بین دو نقطة A و B از کدام فورمول زیر به دست می آید:

  2
21

2
21 )yy()xx(AB +−+= )b        2 2

1 2 1 2( ) ( )AB x x y y= + + +  )a
2 2

2 1 2 1( ) ( )AB x x y y= − + − )d      2 2
2 2 2 1( ) ( )AB x y x y= + + −  )c

7- فاصله بین یک نقطه و مبدأ کمیات وضعیه عبارت است از:

 d 2 2
1 1AB y y= +   )b                                     d 2 2

1 2AB x x= + )a

 d 2 2AB x y= −  )d                                     d 2 2AB x y= +   )c

8- میل یک خط مستقیم عبارت است از:

12

12

yy
xxm

+
+

=  )d   
12

12

xx
yym

−
−

=  )c
    12

12

xx
yym

+
+

=  )b    
12

12

yy
xxm

−
−

= )a

9- دو مستقیم وقتي با هم مواز ي اند که:
a(   میل های آن ها با هم مساوي باشند.            b( میل های آن ها مساوي نباشند.

d( همه درست است. c(حاصل ضرب میل های آن ها منفي یک باشد. 

تمرين فصل سوم
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● جا های خالي را با کلمات مناسب پر کنید.

1- در سیستم کمیات وضعیه محور x را محور ...... و محور  y را محور ....... گویند.
 .................... آن ها   y و   ....................... آن ها   x که  دارند  قرار  نقاطي  دوم  ناحیة  در   -2

است.
آن ها...............................   y هم  و   x هم  که  دارند  قرار  نقاطی  سوم  ناحیة  در   -3

است.
4- مستقیمی که با جهت مثبت محور x زاویه حاده بسازد میل آن ...................... است.
5- دو مستقیم موازي که با جهت مثبت محور x زوایاي .............................. مي سازد.

6- میل هر مستقیم موازي با محور x .......................... است.
 7- س��ه نقط��ه زماني ب��ر یک خط مس��تقیم قرار دارند ک��ه میل هر قطع��ه خط آن ها

 با هم................. باشد.
8- اگر میل دو خط با یک دیگر مساوي نباشد، آن دو خط ...................... اند.

● کدام یک از جملات زیر صحیح و کدام یک از آن ها غلط اند. در مقابل صحیح 

حرف )ص( و در مقابل غلط حرف )غ( بگذارید.
( اگر به هر نقطه یي از مستوي کمیات وضعیه یک و تنها یک نقطة جدید را   ( -1

نسبت دهد، تبدیل در مستوي نامیده مي شود.
( اگر هر نقطه یی از شکل P به یک نقطه از شکل'P طوري تبدیل گردد که   ( -2
فاصله های هر نقطه از شکل P نظر به یک محور مساوي به هر نقطه از شکل 'P باشد، 

این تبدیل یک انعکاس است.
),(),( انعکاس نسبت به محور y است. yxyxT −= ( تبدیل   ( -3
y,x()y,x(T(   انعکاس نسبت به محور x است. −= ( تبدیل  ( -4

xy است. = x,y()y,x(T(   انعکاس نسبت به مستقیم  = ( تبدیل  ( -5
( انتقال عبارت از تغییر مکاني است که در آن جهت فواصل و وسعت زوایا   ( -6

ثابت باقي بماند.
O)( به اندازة یک  ( اگر یک شکل در یک مستوي حول یک نقطة ثابت   ( -7

زاویة α دوران کند، همه نقاط آن به عین زاویه دوران مي کند.
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● سؤالات زیر را حل نمایید.

1- نقطه هایی را که کمیات وضعیة آن ذیلاً  داده شده، در مستوي کمیات وضعیه تعیین کنید.
)0,5(:4)4,0(:3)3,2(:2)1,0(:1 −

2- فاصله بین هر جوره از نقطه هایي را که کمیات وضعیة آن ها ذیلًا داده شده است، 
معلوم کنید.

1: (0,9) , ( 5, 4) 2 : (4,1) , (3, 2) 3 : ( 7 ,4) , (1, 11)− − − −        
و  بوده  قایم الزاویه  مثلث  یک  رأس های  زیر  شدة  داده  نقطه های  که  دهید  نشان   -3

مساحت آن ها را نیز به دست آرید.
1: (0,9) , ( 4, 1) , (3, 2) 2 : (3, 2) , ( 2,3) , (4, 4)− − − − −

4-  نشان دهید که نقطه های داده شدة زیر بالاي یک خط مستقیم قرار دارند.
1: (0,4) , (3, 2) , ( 2,8) 2 : (1,2) , ( 3,10) , (4, 4)− − − −

5- میل و یک نقطة خطوط در زیر داده شده است، معادله های آن ها را به دست آرید.
2,)4,1(:3

3
2,)1,4(:2

2
1,)3,2(:1 −=−−−=−−= mmm

باشد،   )3,1( − و   )1,3(,)3,1(,)1,3( −−− مستطیل  یک  رأس هاي  اگر    -6
مساحت آن را دریافت نمایید.

باشد، طول  )4,11( و    ,)9,4(  )4,2(),9,5(),9,14( متوازي الاضلاع رأس های یک  اگر   -7
اقطار آن را دریابید.

ی��ک  رأس ه��ای   )3,6( و (12,0) , ( 9, 4) , ( 3,1)− − نقاط ک��ه  دهی��د  نش��ان   -8
متوازي الاضلاع است.

وضعیة  کمیات  باشند،   )3,1( − و )0,5(,)2,3(− مثلث  یک  رأس های  اگر   -9
نقطه های وسطي اضلاع آن را به دست آرید.

10- ثبوت نمایید که:
الف( قطر های مربع بالاي یک دیگر عمود اند.

ب( قطر های مستطیل یک دیگر را نصف مي نمایند.
3,5(B(,A)1,3(  مي گذرد، دریابید. − 11- معادلة عمود وسطي مستقیم را که از نقاط 

P)5,4( گذشته و به ترتیب  12- معادلات خطوط مستقیمي را دریابید که از نقطة 
یکي آن با محور x و دیگر آن با محور y موازي باشد.

C)3,5( رأس هاي یک مثلث باشند. )0,7(,)0,5( و  AB 13- هر گاه 
T رسم کنید. )3,3(),( −+−= xyyxf الف: مثلث و تصویرش را تحت تبدیل 

 ''' CBA ),(),(  پیدا کرده آن را yxyxR −= ABC را ابتدا تحت دوران  ب: تصویر 
),()3,3( تعیین کنید. −+= yxyxT '''  را تحت انتقال  CBA به نامید، سپس تصویر 
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فعاليت

صحب��ت  هم ديگ��ر  ب��ا  ش��اگرد  دو 
نمودند كه چطور طول يك درخت  را 

اندازه كنند؟
يکی آن ها به ديگری پیشنهاد زير را داد 
و خودش به روی زمین دراز كشید و از 
رفیق خود خواس��ت تا آن قدر حركت 
نماي��د كه س��ر او و ن��وك درخت را 
روي يك خط مستقیم ببیند، به درستي 

پیشنهاد شاگرد فکر كنید.

قضية تالس در مثلث

از فعالیت بالا مي توانیم قضیة تالس را طور زير بیان نمايیم:
Δ  اگر به يکي از اضلاع مثلث خط موازي رسم نمايیم، نسبت 

ABC در مثلث كیفي 
اضلاع مثلث تشکیل شده به اضلاع مثلث ABC با هم مساوي است. اين قضیه را به نام 

قضیة تالس در مثلث مي گويند.
Δ  است مي توانیم بنويسیم كه:

ABC,BC||MN چون در مثلث ثبوت: 

Δ  می باشد. اندازة هر قطعه خط را توسط كش معلوم نموده 
ABC,BC||MN ● در مثلث

و در جاهاي خالي بنويسید.

1 3

A

NM

CB 2 4

1 3

A

NM

CB 2 4

AM = 
AB  = 

AN = 
AC = 

MN = 
BC  = 

      

● زاويه هايي را كه با هم مساوي اند نشان دهید.

  را پیدا نموده بگويید كه اين نسبت ها با هم چه 

AB
AM

 
 و

 
 

BC
MN,

AC
AN ● نسبت هاي

رابطه دارند.
1 3

A

NM

CB 2 4

1 3

A

NM

CB 2 4

AM = 
AB  = 

AN = 
AC = 

MN = 
BC  = 

متوافقه
متوافقه

مشترك

 

∆∆

∧∧

∧∧

∧∧

⇒













=

=

=

AMN~ABC

.....AA

.......43

.......21

 

BC
MN

AB
AM

AC
AN

==
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تمرين

BC  است در نظر گرفته طول  EF  موازي به Δ  را كه
ABC مثال 1:  مثلث قايم الزاوية 

EF  مثلث را دريابید. اضلاع قايم وخط موازي
BC||EF  است بناءً نظر به قضیة تالس گفته مي توانیم كه  ،  Δ

ABC حل: چون در مثلث 
اين دو مثلث با هم متشابه اند، لذا مي توانیم بنويسیم كه:

    

   

x را تعیین كنید. ، مقدار   CD||EF مثال 2: در ذوذنقة زير
EG  موازي به ضلعAB  است، نظر به قضیة تالس داريم كه: حل: قطعه خط

B

G F

D

A

E

C

2

4

5

x

B

F

D

A

E

C

610 9 x

C

F

A

D

E

B

G

20 6
16

5

A

B C

E F
x

2

1

B FD

A
EC

4

2x + 1

5x – 5

7

x را تعیین كنید. 1- در اشکال ذوذنقه، مقدار 

  CD||AB EF||CD  و x را در ش��کل زير تعیین كنی��د، در صورتی كه 2- مق��دار 
باشد.

B

G F

D

A

E

C

2

4

5

x

B

F

D

A

E

C

610 9 x

C

F

A

D

E

B

G

20 6
16

5

A

B C

E F
x

2

1

B FD

A
EC

4

2x + 1

5x – 5

7

B

G F

D

A

E

C

2

4

5

x

B

F

D

A

E

C

610 9 x

C

F

A

D

E

B

G

20 6
16

5

A

B C

E F
x

2

1

B FD

A
EC

4

2x + 1

5x – 5

7

5 4 5 20
4 2 2 2

10

CG CE CG GB
GB AE CE AE
x x

x

= =

×
= ⇒ = =

=

يا

B

G F

D

A

E

C

2

4

5

x

B

F

D

A

E

C

610 9 x

C

F

A

D

E

B

G

20 6
16

5

A

B C

E F
x

2

1

B FD

A
EC

4

2x + 1

5x – 5

7

 7

 55 −x

 

2
33

2

=

=

=

x

x
BC
EF

AB
AE

91625
35

2

222

222

=−=

+=

+=

==

BC
BC

ABBCAC
BC
EF

AC
AF

AB
AE

 
6.2

3
8

==x

 4

 4=BC
 169 =−
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فعاليت

اگ��ر كاغذ پ��ران در ه��وا در حالت 
پرواز باش��د چگونه مي توانید فاصلة 

آن را از زمین به دست آريد؟

ساين يك زاوية  حاده

E را انتخاب كرده ايم، از اين نقاط  D و Δ  بالاي وترAC  نقاط
ABC ● در مثلث قايم الزاوية

F و AB  به ترتیب به ضلعCB  در مثلث موازي ها رسم نموده، نقاط تقاطع آن ها را به ضلع 
G به نامید.

  و 

DA
DF

AE
EG

= ● با اس��تفاده از خط كش اض��لاع مثلث را اندازه گرفته و نس��بت هاي

را محاسبه نموده با هم مقايسه كنید.
 

 

AC
BC

E نس��بت هاي D و ● آي��ا با تغیی��ر محل نقاط

 تغییر مي كند؟ 
 

 

AC
BC و   

DA
DF

AE
EG

=

، در مقدار   ACآي��ا با تغییر محل نق��اط روي ●

A تغییري ايجاد مي كند؟
∧ زاوية 

را افزايش دهید. فکر كنید تساوي نسبت هاي   ∧
A ● اكنونAB  را ثابت  نگه داريد و زاوية
فوق چگونه اتفاق مي افتد؟ تحقیق كنید.

B

C

A

D

F G

E

A

C

B
θ

A

C B

5

4

3

در هر مثلث قايم الزاويه نسبت ضلع مقابل يك زاوية حاده 
بر طول وتر همیش��ه مقدار ثابت اس��ت كه به اندازة زاوية 
sinθ)ساين زاوية حاده(  حاده بسته گي دارد. اين نسبت را

θ مي نامیم:  طول ضلع مقابل زاوية
sinطول وتر BC

AC
θ = =

B

C

A

D

F G

E

A

C

B
θ

A

C B

5

4

3
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تمرين

sin را به دست آوريد. B sin و  A مثال 1: در شکل زير مقدار 
حل: 

x را دريابید. باشد، در اشکال زير مقدار  0.891 sin مساوي به  63 مثال 2  : اگر 

حل:
جزء الف:  با استفاده از تعريف ساين يك زاوية حاده، مي توانیم بنويسیم كه:

جزء ب: 

M

63°

4

63°

63°

x
x

x
15

H

E

F G

H
O

A

C

B3

x

y

θ

1 Unit

M

63°

4

63°

63°

x
x

x
15

H

E

F G

H
O

A

C

B3

x

y

θ

1 Unit

شکل )ب( شکل)الف( 

مقابل  شکل  در  باشد،  مساوی0.891   sin 63 اگر  -1
را دريابید. x قیمت عددي

2- شکل ربع دايرة مقابل را در نظر بگیريد.
sinθ چگونه تغییر مي كند؟ θ بزرگ شود، الف( اگر زاوية 

sinθ به كدام عدد نزديك مي شود؟ θ به صفر نزديك شود، ب( اگر زاوية
sinθ  به كدام عدد نزديك مي شود؟ 90 نزديك شود، ج( اگر زاوية به

M

63°

4

63°

63°

x
x

x
15

H

E

F G

H
O

A

C

B3

x

y

θ

1 Unit

M

63°

4

63°

63°

x
x

x
15

H

E

F G

H
O

A

C

B3

x

y

θ

1 Unit

B

C

A

D

F G

E

A

C

B
θ

A

C B

5

4

3

A طول ضلع مقابل زاوية
طول وتر

B طول ضلع مقابل زاوية
طول ضلع وتر

80  را به ترتیب رسم نموده، سپس بر روي هر زاويه يك مثلث    و 40,65  3- زواياي
اضلاع اندازه گیري  و  خط كش  از  استفاده  با  نمايید.  رسم  جداگانه  قايم الزاوية 

sin80 را دريابید و با هم مقايسه كنید. sin و  40 , sin 65 

54B و به قاعدة 8 واحد رسم كنید. اگر 
∧

=  4- يك مثلث متساوي الساقین با زاوية
B را دريابید. يك ضلع آن 5 واحد باشد، ساين زاوية 

4sin sin 0.8
5
3sin sin 0.6
5

BCA A
AB
ACB B
AB

= = = ⇒ =

= = = ⇒ =

ABsin 63
AC

3 30.891 x x 3.37
x 0.891

=

= ⇒ = ⇒ ≈



MHsin 63
OM

x0.891 x 3.56
4

=

= ⇒ ≈
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يك درخ��ت ناجو عقب ي��ك ديوار 
قرار دارد. يك شاگرد می خواهد بداند 
درخ��ت از ديوار چق��در فاصله دارد. 
براي اين كار فقط يك زينه دارد، فکر 

كنید او چه فکر می كرد؟

كوساين يك زاوية حاده

● مثلث هاي تشکیل شده در شکل را نام ببريد.

DE  با هم  چه رابطه يی دارند؟ چرا؟ BC  و  ●

ADE با هم چه رابطه يی دارند؟ ABC و  ● مثلث هاي 

● فاصلة زينه را الی ديوار و بعد الی درخت به دست آريد.
AE  را به دست آريد. ● به كمك قضیة تالس مساوات زير را تکمیل  و طول

 

AE
...

AC
AB

=
       

● اين مقدار به چه چیزی بسته گی دارد؟

A B

C

D

E

A

C

B
θ

A B

C

D

E

A

C

B
θ

θ طول ضلع مجاور زاوية
cosطول وتر AB

AC
θ = =

به صورت عموم در مثلث قايم الزاوية ABC كه يك زاوية حادة آنθ  است، نسبت طول 
ضلع مجاور اين زاويه بر طول وتر مثلث را به نام cosine θ )كوساين زاوية θ ( ياد مي كنند.

ACKU



102

تمرين

B باش��د،  نشان  60
∧

=  =30  و زاوية 
∧

A مثال: در مثلث قايم الزاويهAHB اگر زاوية

 3 1cos30 , sin 30
2 2

= =  و  1 3cos60 , sin 60
2 2

= =  ك��ه: دهید 

است.
AH را مي توانیم چنین به دست آوريم: حل: با استفاده از قضیة فیثاغورث ارتفاع 

 

10
3

10
35

AB
AH30cos,

2
1

10
5

AB
BH30sin

2
1

10
5

AB
BH60cos,

2
3

10
35

AB
AH60sin

35AH75AH

7525100AH5AH10
HBAHAB

2222

222

======

======

=⇒=

=−=⇒+=

+=





 

2
3

10
35

AB
AH30cos,

2
1

10
5

AB
BH30sin ======

 

2
1

10
5

AB
BHcos60,

2
3

10
35

AB
AHsin60 ====== oo

A

H B60°

10

5

30°

1- اگر يك زاوية حاده بزرگ شود، اندازة كوساين آن چه تغییری مي كند؟ چرا؟ با 
استفاه از مثلث مقابل  و دايرة مثلثاتی نظر خود را بیان نمايید.

1cos بنويسید. A ● يك نسبت برای
2cos بنويسید. A ● يك نسبت برای 

● علامه هاي مناسب را در خانه هاي خالي بگذاريد.

60 تحقیق كنید. 
45 و ,30

  2 را براي زاويه های 2sin A cos A 1+ = 2- رابطة 
cos را دريابید. Aو sin A3- در مثلث قايم الزاوية زير قیمت عددي

10 واحد است، نسبت هاي  8,6 و  ABC كه طول اضلاع آن  4- در مثلث قايم الزاوية
cos را محاسبه نمايید.  A sin و  A مثلثاتي

A

H
B C

A B

C

C′

21

60°

10N 30°

xy

A

H B60°

10

5

30°

A

B C

138

1 2

AC AC
cosA cosA

′

A

H
B C

A B

C

C′

21

60°

10N 30°

xy

A

H B60°

10

5

30°

A

B C

138
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يك شاگرد به مقابل بیرق ايستاد شده، 
فک��ر مي كن��د كه ط��ول میلة بی��رق را 

چگونه دريافت كند؟

تانجانت يك زاوية حاده

  ∧
B زاويه مثلثاتی  نسبت های  است،  قايمه  زاوية  آن    ∧

A زاوية كه    Δ
ABC مثلث در 

AC رسم شده است. MN موازي به را در نظر بگیريد. قطعه خط  
)Bcos,B(sin

∧∧

بر  را   cosB و   sinB ،  Δ
ABC مثلث داشت  نظر  در  با   ●

ABC بنويسید. حسب اضلاع مثلث 
Δ  بنويسید.

ABC sin را بر حسب اضلاع مثلث
cos

B
B

 ●

sinB را 
cosB

cosB و   ،sinB  ،  Δ
BMN ● با استفاده از مثلث

بر حسب اضلاع مثلث  بنويسید.
cos را پیدا كنیم، آيا اين نسبت به طول اضلاع  B

sin B
● فکر مي كنید اگر در مثلث فوق

Bبسته گي پیدا مي كند يا تنها به مقدار زاويه بسته گي دارد؟

C

A

N

M

θ

C

A B

B

C

A

N

M

θ

C

A B
نتيجه 1: در يك مثلث قايم الزاويه نسبت طول ضلع مقابل يك زاوية حاده بر طول ضلع 

)تانجانت زاوية حاده( ياد مي گردد. tanθ مجاور آن زاويه مقدار ثابتي است كه به نام

θ طول ضلع مقابل زاوية 
θ طول ضلع مجاور زاوية

ABtan
AC

θ = =
 

AC
AB
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نتيجه 2 : تانجانت زاوية حاده  )θ( برابر است با نسبت ساين زاوية حاده  بر كوساين 
همان زاويه.

cotangent θ نام  به  را  آن  كه  است  ديگري  مقدار   cos
sin

θ
θ

نسبت  : 3 نتيجه 
 θ θ بر طول ضلع مقابل زاوية ( يا نسبت طول ضلع مجاور زاوية  θ )كوتانجانت زاوية
cotθ ياد مي كنند اين نسبت مانند نسبت هاي مثلثاتي ديگر تنها به اندازة زاويه  را به نام 

ارتباط دارد. 

  30tan  باشد، قیمت 
 

3
38x = مثال 1: درمثلث زير اگر 

را به دست آريد.
tanθ مي توانیم بنويسیم كه: حل: با استفاده از تعريف 

 

3
3

8
1

3
3830tan8

3
38

8
30tan =⋅=⇒÷==  x

اي��ن  در  اس��ت.  گردي��ده  ترس��یم  زي��ر  در    Δ
ABC قايم الزاوي��ه مثل��ث   :2 مثـال 

رابط��ة و  آورده  دس��ت  ب��ه  را   cot  θ و   cos  θ  ،tan  θ نس��بت هاي  مثل��ث 
sin مقايسه كنید.  θ cos و   θ tan را با نسبت   θ

AC  را پیدا مي كنیم. Δ  طول 
ABC حل: ابتدا با استفاده از قضیة فیثاغورث در مثلث

sintan
cos

θθ
θ

=

B 30°

8 x

C

A

θ

θ

A C

3
5

3

6

510

 cotθ و  tanθ ، cos ,sinθ θ 1- از شکل هاي زير
را دريابید.

∧  را دريابید.
Btan ∧  و

Atan Δ  كه اضلاع آن با هم مساوي است
ABC 2- در مثلث

نگه داشته شود و زاوية  حادة آن  ثابت  قاعدة آن  اگر  قايم الزاويه  3- در يك مثلث 
tanθ آن چه تغییري رخ مي دهد؟ بزرگ شود، در نسبت 

B 30°

8 x

C

A

θ

θ

A C

3
5

3

6

510

B2 2 2

2 2 2 2 2

BC AB AC
5 3 x 25 9 16 4

3 4 3 4sin C cosC , tan C , cot C
5 5 4 3
3

sinC 3 4 3 5 3 3 sin C5 tan C tan C4cosC 5 5 5 4 4 4 sin C
5

x x x
= +

= + ⇒ = − ⇒ = ⇒ =

= = = =

= = ÷ = × = = ⇒ =

2 2 2

2 2 2 2 2

BC AB AC
5 3 x 25 9 16 4

3 4 3 4sin C cosC , tan C , cot C
5 5 4 3
3

sinC 3 4 3 5 3 3 sin C5 tan C tan C4cosC 5 5 5 4 4 4 sin C
5

x x x
= +

= + ⇒ = − ⇒ = ⇒ =

= = = =

= = ÷ = × = = ⇒ =

2 2 2

2 2 2 2 2

BC AB AC
5 3 x 25 9 16 4

3 4 3 4sin C cosC , tan C , cot C
5 5 4 3
3

sinC 3 4 3 5 3 3 sin C5 tan C tan C4cosC 5 5 5 4 4 4 sin C
5

x x x
= +

= + ⇒ = − ⇒ = ⇒ =

= = = =

= = ÷ = × = = ⇒ =

2 2 2

2 2 2 2 2

BC AB AC
5 3 x 25 9 16 4

3 4 3 4sin C cosC , tan C , cot C
5 5 4 3
3

sinC 3 4 3 5 3 3 sin C5 tan C tan C4cosC 5 5 5 4 4 4 sin C
5

x x x
= +

= + ⇒ = − ⇒ = ⇒ =

= = = =

= = ÷ = × = = ⇒ =

 222
ACABBC +=

 
3
4cot =C

B 30°

8 x

C

A

θ

θ

A C

3
5

3

6

510
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 B  C

 A

 B  C

 6
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Δ  را رسم نمايید.

ABC ● يك مثلث متساوي الاضلاع 
AH  آن را رسم كنید، ارتفاع در اين نوع مثلث كدام خاصیت ها را داراست؟ ● ارتفاع 

● با استفاده از قضیة فیثاغورث اندازة ارتفاع مثلث مذكور را دريافت نمايید.
60 را دريافت كنید؟ 30 و ● آيا مي توانید قیمت هاي عددي نسبت هاي مثلثاتي زوايای

Δ  را طوري رسم نمايید كه طول ساق هاي 
ABC ● يك مثلث متساوي الساقین قايم الزاوية 

آن يك واحد طول باشد.
● هر يك از زاويه هاي حاده چند درجه است؟ چرا؟ اندازة طول وتر آن را محاسبه كنید.

را به دست آريد. 45 ● نسبت هاي مثلثاتي زاوية

نسبت هاي مثلثاتي زواياي 
خاص (°30،°45، °60 و90°) 

براي انجام فعالیت بالا مي توانیم از جدول زير استفاده نمايیم:

مثلث های مقابل چه نوع مثلث ها بوده، 
آن ه��ا را نام گرفته، طول اضلاع آن را 

مشخص سازيد.

45

45

A

B C

A

H
6060

sin

0°

0

1

0 1

1

0

30° 45° 60° 90°

cos

tan 3

—12

—12—3
2

—3
3

—2
2 —3

2

—2
2

زاويه                       
نسبت های مثلثاتي

تعريف نشده
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مثال: در رابطه هاي زير قیمت هاي عددي x  و y را دريابید:

حل: در رابط هاي فوق به عوض هر نسبت مثلثاتي قیمت عددي آن را وضع مي نمايیم:

 60  45 و ,30 زواياي cot و tan ، cos ، sin در اشکال زير نسبت هاي مثلثاتي
را دريابید:

1) sin 60 sin 30 2) cos60 cos30
3) tan 60 sin 30 4) tan 30 cos60
5) tan 45 sin 45 6) tan 30 tan 60

x y
y
y

= + = +

− = −

− = +

   

   

   

 

3
3333

3
360tan30tan)6

2
22

2
2145sin45tan)5

6
332

2
1

3
360cos30tan)4

2
132

2
1330sin60tan)3

2
13

2
3

2
130cos60cos)2

2
13

2
1

2
330sin60sin)1

+
=+=+=

−
=−=−=

−
=−=−=

−
=−=−=

+
=+=+=

+
=+=+=













y

x

y

x

y

x

30°

60°10

O

θ

α

60° 8
4

30°

5

1

1
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فعاليت

میل رافعه به چه بسته گي دارد؟

A(1,3) را روي مستوي كمیات وضعیه نشان دهید.  B(0,0) و  ، C(1,0) ● نقاط 
مثلثي كه رأس های آن نقاط فوق الذكر مي باشد چه نوع مثلثي است؟ چرا؟

● میل خطAB  را به دست آريد.

y بنويسید. mx h= + ● معادلة خطAB  را به شکل 

را به دست آريد. چه رابطه يی با میل خطAB  دارد؟ tanA  ●

● دو نقطة كیفي روي خطAB  را در نظر بگیريد. با داشتن مختصات اين نقاط میل 

خط را پیدا كنید. آيا برابري میل خط با tanB ديده مي شود؟

برابر  x زاوية حاده را مي سازد،  با محور نشان مي دهد كه میل خطي كه  بالا  فعالیت 
 ، y mx h= + يعني درمعادلة x است با تانجانت زاوية بین خط و جهت مثبت محور

m tanA=
45 را    مثال 1: خط مستقیم ∆ محور y  را  در  نقطة 4     قطع مي كند و با جهت مثبت محور x      زاوية

tan باشد. 45 1= مي سازد.  معادلة خط دلتا را بنويسید،  اگر 
بناءً  است   y mx h= + مستقیم  معادلة خط  مي دانیم كه  حل: 

اول میل خط را به دست مي آوريم:
x

y

45°

m tan
m tan 45
m 1
h 4

= θ 
=  ⇒

= 
= 



 
4xy

hmxy
+=

+=

رابطة ميل خط مستقيم و تانجانت 
زاوية ميل آن
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تمرين

3 میل و زاوية میل مستقیم و تقاطع  y x 2 3− = مثال 2 : در معادلة خط مستقیم
آن را با محور y دريابید.

y تبديل می نمايیم و  mx h= + حل: اول معادلة خط مستقیم را به شکل استندرد 
بعداً میل و تقاطع آن با محور y به آساني دريافت می گردد.

آيا مي توانید رابطة بین مثلثات و قضیة فیثاغورث را پیدا كنید؟

رسم كنید.  است،  و 8  آن 6  قايم  اضلاع  طول  كه   ABC قايم الزاوية  مثلث  يك 
A به نامید. زاوية قايمه را 

2 را محاسبه كنید. 2(sinB) (cosB)+ 2 و  2(cosB) , (sinB) , cosB , sinB
اضلاع حسب  بر  را   2 2(sinB) (cosB)+ و   2 2(cosB) , (sinB) , cosB , sinB

BC  بنويسید. چه نتیجه مي گیريد. AB,AC  و

از فعالیت بالا به مشاهده رسید كه مجموع مربع ساين يك زاوية حاده و مربع كوساين 
2 2(sinA) (cosA) 1+ = يك زاوية  حاده مساوي به يك است.                     

بعضي اوقات علامت توان را براي ساده سازي به شکل زير نمايش مي دهیم:
2 2(sin A) sin A=

2 2sinA sin A≠ متوجه باشید كه توان 2 به ساين زاويه تعلق دارد نه به خود زاويه، پس

60 را   x زاوية با جهت مثبت محور  1- معادلة خط مستقیمی را به دست آريد كه 
(0,5) قطع كند.  تشکیل دهد و محور y را در نقطة 

4x میل، زاوية میل و تقاطع با محور y را در يابید. y+ = 2- در معادلة مستقیم 
3- ثبوت كنید: 

13 y x 2 3 3 y x 2 3 y x 2
3

1 3m tan 30 , h 2
33

− = ⇒ = + ⇒ = +

= θ = = ⇒ θ = =

2
2

2 2 2
3

4 2 2 2

(sin cos ) sin 1a) 1 b) 1 ( )
1 2sin cos cos sin
tan sin (sin cos ) 1c) sin tan d) cosA

cos 2sinA
e) sin A cos A sin A cos A 1

θ θ θ
θ θ θ θ

θ θ θ θθ θ
θ

+
= + =

+
− + −

= × =

+ × + =

 

A
A
AAd

b

cos
sin2

1)cos(sin)

sin
1)

cos
sin(1)

2

2
2

=
−+

=+
θθ

θ  

A
A
AAd

b

cos
sin2

1)cos(sin)

sin
1)

cos
sin(1)

2

2
2

=
−+

=+
θθ

θ  
θ2cos

1
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جدول مثلثاتی و استعمال آن 

در ش��کل مقابل )داي��رة مثلثاتی( آيا 
نس��بت های مثلثاتی زوايا را نشان داده 

می توانید؟

• يك مثلث متساوی الاضلاع را رسم و اندازة هر زاوية آن را تعیین كنید.
60°  را دريابید. 30°  و  • در يك مثلث نست های مثلثاتی زوايای

45°  را دريابید. • در يك مثلث نسبت های مثلثاتی زوايای 
• آيا نسبت های مثلثاتی هر زاويه را در شکل فوق پیدا كرده می توانیم؟ 

نتیجة فعالیت فوق را طور زير بیان می نمايیم:

نتيجه: 
به دست آورد، ولی محاسبة  به آسانی  از زوايا را می توانیم  مثلثاتی بعضی  نسبت های 
نسبت های مثلث يك عده از زوايا كار مشکل است، بناءً برای اين كار از طرف بعضی 
علما توسط فورمول های خاص جدول ها ترتیب گرديده كه با استفاده از اين جدول ها 

می توانیم نسبت های مثلثاتی هر زاويه را به دست آريم.
   )90( θ− θ  و رابطة  قابل تذكر است كه در ترتیب جدول از مثلث قايم الزاويه و زاوية 

  استفاده گرديده است.
)

2
( θπ

− يا 
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فعاليت
به جدول توجه كنید.

• سطر و ستون اول جدول چه را نمايش می دهد.
• ستون اول طرف راست و چپ جدول به كدام زاويه شروع و به كدام زاويه ختم 

شده؟ 
• سطر اول و سطر اخیر جدول چه نمايش می دهد؟

45°   كوچك تر باشد نسبت ملثاتی آن را در طرف  45°  و يا از  • هرگاه يك زاوية 
اگر  می خوانیم،  پايین  يا  بالا  طرف  از  و  می نمايم  پیدا  درجه  ستون  در  جدول  چپ 

45°   بزرگتر باشد چه می كنیم؟ زاويه از 

نتیجة فعالیت فوق را طور زير بیان می نمايیم:
45°   كوچك تر باشد آن زاويه را در ستون اول سمت چپ جدول و نسبت  اگر زاوية 

مثلثاتی آن را به طرف بالا در سطر اول پیدا می نمايم.
45°   بزرگتر باشد آن زوايه را در ستون اول سمت راست جدول و نسبت  اگر زاويه از 

مثلثاتی آن را از پايین به طرف بالا در سطر آخرين پیدا می نمايم.

°1030'  را دريابید.  مثال1: كوساين 
و  می يابیم  را   )  '1030° مطلوب) زاوية  اول سمت چپ جدول  ستون  در  ابتدا  حل: 
عدد  ستون  و  سطر  تقاطع  نموده،  دريافت  آن را  مثلثاتی  نسبت  جدول  اول  سطر  در 

°1030'   است.  )0,8646( را نشان می دهد كه كوساين 

4668,0'0130?)'1030cos(

cos










−−−°=°

     

°5084'   را تعیین كنید. مثال2: كوساين 
°5084'  را پی��دا می نمايیم و  حل: ابتدا در س��تون اول س��مت راس��ت جدول زاوية 
در س��طر اخیر جدول نس��بت مثلثاتی مطلوب را می يابیم. تقاطع اين س��ر و ستون عدد 

°5084'  است.  )9959,0(  را می دهد كه كوساين 
 

°−−−=°

°

50845999,0?'5084sin
|
|

|
|

sin
|
|
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يادداشت: 
جدولی كه نس��بت های مثلثاتی زوايايی كه تفاوت شان  هرده دقیقه باشد برای ما نشان 
می دهد  نس��بت های مثلثاتی هر زاويه را نمی توانیم از اين جدول به دس��ت آورد. حالا 
می خواهیم طريقه يی را بیان نمايیم كه توس��ط اين طريقه نس��بت های مثلثاتي هر زاويه 
را به دس��ت می آريم اين طريق��ه را انترپولیش��ن  )Interpolation( می نامند كه در 

مثال های زير آن را مطالعه می نمايیم.
را به دست آريد.   '3542tan  مثال1: تانجانت  

  '3042° °4042'  و  اما تانجانت  3542'   موجود نیست  در جدول تانجانت  حل: 
3542'  را دريافت  در جدول موجود است كه با استفاده از آن نسبت مثلثاتی زاويه 

می نمايیم.
    

       

ديده می شود كه فرق دو زاوية اول و دوم '5 و فرق زوايای اول  و سوم '10  است، به 
0054,0   است يعنی اگر زاويه به اندازة '5  فرق  x و  همین ترتیب فرق تانجانت آن 
0054,0   فرق پیدا می كند و اگر زاويه به اندازة  '10 فرق  tan  به اندازه  داشته باشد 
x فرق می كند كه با استفاده از تناسب  0054,0   آن به اندازة  داشته باشد تانجانت 

می توانیم بنويسیم.
 

0027,0
0054,010

5
=⇒= xx         

         
 

9190,03542tan
9190,00027,09163,0

' =

=+


قیمت  را با   زاوية كوچك جمع می نمايیم:     

2035=α'   و   ααα  زوايای  sin,cos,tan با استفاده از جدول نسبت های مثلثاتی 
1075=α'  را دريابید.

تمرين

 

0054,0
9163,0

]9217,0
10

3042tan

5
3542tan

'4042tan

'

'
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0054,0
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3042tan

5
3542tan

'4042tan

'
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0054,0
9163,0

]9217,0
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3042tan

5
3542tan

'4042tan

'

'
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=
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x
x







فرق نسبت های مثلثاتی                     فرق دو زاويه
 

x:'5
00054.0:'10
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فعاليت

حل مثلث های قايم الزاويه

°4030'  باشد زاوية ديگر آن را دريابید. • هرگاه يك زاوية مثلث قايم الزاويه 
نامعلوم  عناصر  باشد،    m25 آن  وتر  و    °29 قايم الزاويه  مثلث  زاوية  يك  هرگاه   •

مثلث را دريابید.
باشد،  يا يك ضلع و يك زاوية حادة آن معلوم  قايم الزاويه  • هرگاه دو ضلع مثلث 

عناصر ديگر مثلث را چطور پیدا كرده می توانیم؟ 

نتیجة فعالیت فوق را طور زير بیان می نمايیم:
در هر مثلث قايم الزاويه اگر زاوية حاده و دو ضلع آن معلوم باشد، اجزای متباقی مثلث 

را با استفاده از توابع مثلث به دست می آوريم.
  120 40°  و ضلع مجاور اين زاويه  مثال1: هرگاه يك زاوية حادة مثلثاتی قايم الزاويه 

واحد طول باشد، مثلث مذكور را حل نمايید.
اجزای  از  استفاده  با  بناءً  است،  نامعلوم  مثلث  و دو ضلع  زاويه  اين كه يك  از  حل: 

معلوم، اجزای نامعلوم را طور زير به دست می آوريم. 

   

A

BC

b

120

c

A

B

C

49.7

25

a

C

A

B

20 12

C

B

A36
x

80

A

C

B
240

200

 θ

 40

 
  

100

 60

در ش��کل مقابل ارتفاع منار را چطور 
مي توان پیدا كرد؟

 



















x

 

6579,156)692.156()120(

6579.156
7660,0
120

40cos
12012040cos,3

692,1008391,012040tan120
120

40tan,2

504090ˆ90,1

22222 =+=⇒+=

===⇒=

=⋅⇒=⇒=

=°−=−=

bcab

b
b

cc
c







θ

 =

 2)692,100(  3635,197=
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تمرين

unit25  باشد، مثلث  unit7.49  و يك ضلع قايم آن  مثال2: وتر يك مثلث قايم الزاويه 
مذكور را حل كنید. 

حل: ديده می شود كه دو عنصر مثلث معلوم است، پس عناصر نامعلوم را طور زير 
 دريافت می نمايیم.

431,71822525Âtana
25
aÂ3)tan

12'3030,259,890BÂ902)B

,48'5959,8Â0,503Âcos

0,503
49,7
25Â1)cos

=⋅=⋅=⇒=

°=°=°−=⇒−°=

°=°=⇒=

==           

 

               
 
 

A

BC

b

120

c

A

B

C

49.7

25

a

C

A

B

20 12

C

B

A36
x

80

A

C

B
240

200

                                 

زاويه311    اين  مجاور  و ضلع     '5038 قايم الزاويه  مثلث  حادة  زاوية  اگر يك   -1
واحد باشد، مثلث مذكور را حل نمايید.

2- در اشکال زير عناصر مجهول را دريافت نمايید.

A

BC

b

120

c

A

B

C

49.7
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a

C

A

B

20 12

C

B

A36
x
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A

C

B
240
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∧
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فعاليت

زوايای ميل، ارتفاع و تنزيل

را  زاويه  نوع  چه  افق  سطح  و  ديد  خط  گیرد  قرار  ارتفاع  يك  به  احمد  هرگاه   •
می سازد و اين زاويه به نام چه ياد می گردد؟

• هر گاه يك شی در پايین قرار داشته باشد، خط ديد با سطح افق كدام زاويه را 
می سازد و اين زاويه به نام چه ياد می گردد؟

نتيجه:
 Angle of Elevation  1- زاوية ارتفاع

هرگاه يك جسم در يك ارتفاع قرار گیرد، خط ديد با افق يك زاويه تشکل می دهد 
  α كه زاوية ارتفاع نامیده می شود، مانند زاوية داده شدة 

Angle of Depression 2- زاوية تنزيل
هرگاه يك جسم در پايین قرار داشته باشد، خط 
می دهد  تشکیل  را  زاويه  يك  افق  سطح  با  ديد 
β در  كه زاوية تنزيل نامیده می شود مانند زاوية 

شکل.

به ش��کل مقابل توجه نموده، زوايای 
میل و تنزيل را نشان دهید.

خط افق

خط افق

خط ديد

A

BC

b

120

c

A

B

C

49.7
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a

C

A

B

20 12

C

B

A36
x

80

A

C

B
240

200

 β

 α

 1P

 2P
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تمرين

  m100 ارتفاع مثلث و    '3052 ارتفاع  زاوية   
∆

MFT قايم الزاويه  مثلث  در   :1 مثال 
 است، قاعده و وتر مثلث را دريابید.

mXX

XMF
TF

73.76
3092.1
100

'3052tan
100

100'3052tan

=⇒=
°

=

==°     

45°  است،  m120  است و زاوية ارتفاع كاغذپران  مثال2: طول تار يك كاغذپران 
ارتفاع كاغذپران را دريابید.

         

ft120  ارتفاع دارد و زاوية نزولی كه كشتی از برج  مثال3: يك برج ترسد از بحر
15°   است، كشتی متذكره از برج چقدر فاصله دارد. ديده می شود 

 

ftAC

AC
BC
ACA

4447,312015cot120
120

15cot

cot

=⋅=°⋅=⇒

=

=                 

 

40°  تبديل گردد. در اين  20°  به 1- ارتفاع درختی را دريابید كه زاوية ارتفاع آن از 
حالت مشاهد   به درخت نزديك می گردد.

2- يك درخت را باد از طرف بالا طوری شکستانده كه تنة درخت وحصة شکستة آن  
50°  زاويه را  يك مثلث قايم الزاويه را با زمین می سازند. اگر قسمت شکسته با زمین 

ft20  باشد، ارتفاع درخت را دريابید. تشکیل داده باشد و تنة درخت 

 '3052

M T

100m

F

 m2⋅
 
mhh 260

2
245sin

120
⋅°=⇒=°=
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فعاليت

معادلات مثلثاتی

رابط��ة مثلثاتی مس��اوی به چیس��ت؟ 
واضح سازيد.              

اطراف  متحول  قیمت های  همه  برای  كه  گويند  را  مساواتی  مطابقت،  كه  می دانیم 
مساوات با هم برابر گردد و معادله مساواتی است كه برای بعضی از قیمت های متحول 

اطراف مساوات با هم برابر گردد.

• رابطه بین مثلثات و قضیة فیثاغورث را نشان دهید كه آيا اين رابطه مطابقت است  يا 
معادله؟ 

• مطابقت و معادله چه فرق دارند  اين فرق را در مثلثات تحقیق نمايید.
sin X است يا  1sin  مجهول  =x •  در رابطة 

نتیجة فعالیت فوق را طور زير بیان می نمايم.

تعريف: 
نامیده  مثلثاتی  معادلة  باشد،  مثلثاتی موجود  نسبت  يا چند  معادله كه در آن يك  هر 

 01cos2 =−x 01sin  يا   =−x می شود مانند 
- آن زاويه يا قوسی كه نسبت مثلثاتی آن مطلوب باشد، مجهول اصلی نامیده می شود. 

مثلًا در معادلة فوق x  مجهول اصلی است.
- نسبت مثلثاتی  مجهول اصلی را مجهول فرعی می نامند، مثلًا در معادلة فوق.

 xsin
 a

 

?cossin 22  
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تمرين

برای حل معادلات مثلثاتی طور زير عمل می نمايم:
1 - با كمك حل معادلات الجبری قیمت مجهول را به دست می آوريم.

2 - با كمك جدول  نسبت های مثلثاتی قیمت مجهول اصلی را به دست می آوريم.
3 - چون معادلات مثلثاتی پیريوديك است، بناءً حل های بی شمار دارد. پس با استفاده 

از فورمول های زوايايی كه نسبت های مثلثاتی يك سان دارد، حل های معادله اند.

  را دريابید.
1

2
1cos =+x 02sin2  و  =−x مثال1: حل های معادلات مثلثاتی 

 

( )
6

22)
4

(1

6
30

4
45

2
1cos

2
2sin

2
11cos2sin2

1
2
1cos02sin2

2 ππθπππ

ππ

±=±=−+=

=°==°=

==

−==

=+=−

nnxnx

xx

xx

xx

xx
 

حل معادلات زير را دريابید.

 024cos2)033sin2)01cot3) =−=+=− xcxbxa

 
,...)2,1,0(,)

4
()1( =−+= nnx n π

π
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نكات مهم فصل چهارم

 )metron( يعني مثلث و )Trigon(از دو كلمة يوناني )Trigonometry(مثلثات ●

يعني اندازه كردن تش��کیل شده و عبارت از علمي است كه از روابط بین عناصر مثلث 

بحث مي كند.
قطعات  به  را  شده  قطع  اضلاع  گردد،  رسم  موازي  يك  مثلث  ضلع  يك  به  اگر   ●

متناسب تقسیم می نمايد. اين قضیه به نام قضیة تالس ياد مي شود.
 sine در هر مثلث قايم الزاويه نسبت طول ضلع مقابل زاوية حاده بر طول وتر را به نام ●

زاوية حاده ياد مي كنند.
 cosine در هر مثلث قايم الزاويه نسبت طول ضلع مجاور زاوية حاده بر وتر را به نام ●

زاوية حاده ياد مي كنند.
● در هر مثلث قايم الزوايه نسبت طول ضلع مقابل زاوية حاده بر طول ضلع مجاور زاوية 

حاده به نامtangent زاويه حاده ياد مي شود.

 tan  θ cos زاوية حاده را به نام  θ ●  در  هر مثلث قايم الزاويه نسبت sin  θ يك زاوية حاده بر

 sin tan
cos

θ θ
θ

= زاوية حاده ياد می كنند.                                                           

cot  θ زاوية حاده را به نام   sin  θ cos  يك زاوية حاده بر  θ در  هر مثلث قايم الزاويه نسبت  ●

 cos cotan
sin

θ θ
θ

= زاوية حاده ياد می كنند.                                                           

● زاويه يی كه يك خط مستقیم با جهت مثبت محور x مي سازد، مانند α  به نام زاوية 

( tan )m α= میل ياد مي شود و میل اين مستقیم را به نام tan α  ياد مي كنند. 

2 موجود است. 2sin cos 1A A+ = ● در هر مثلث قايم الزوايه رابطة 

● نسبت هاي مثلثاتي sin، cos  وtan  بدون ذكر زاويه در مقابل آن ها بي معني اند.
m, تانجانت زاويه يی است كه خط مستقیم با  y mx b= + ● در معادلة خط مستقیم 

جهت مثبت محورx مي سازد و b تقاطع با محور y مي باشد.
cos60 مساوي است. sin با  30  ●

sin مساوي است.  60 cos30 با  ●

sin مساوي است.  45 cos با 45  ●
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تمرينات فصل چهارم

● در سوالات زير به هر سوال چهار جواب داده شده كه يکي از آن ها صحیح است، 

جواب صحیح را انتخاب كنید. 
αsin  يك زاوية حاده عبارت است از: 1- نسبت 

    )c       )a

)d      )b

2- نسبت tanx مساوي است به:
 
xcos

1  )d 
           

1
sin x

 )c              cos
sin

x
x

 )b         sin
cos

x
x

 )a

2 میل مستقیم عبارت است از: 3 1y x= − 3- در معادلة 

a و b )d              1 )c    -1 )b      
2
3  )a

)3,0(  قطع می كند و با جهت مثبت  4- معادلة خط مستقیمی كه محور y  را در نقطة 

45 تشکیل می دهد، كدام  است. محور x زاوية 

d      2(هیچ كدام 0x y− =  )c      2 2 3y x= −  )b    3y x= + )a

2 مساوي است به: 2sin 30 cos 30+  5- قیمت افادة 
-1  )d     -2  )c       2  )b                     1  )a

مساوي است به: cos 45 sin و  45  -6

2  )d     2
2

 )c       2
2

  )b                     1  )a

sin مساوي است به: 30 cos60
cos60 sin 30

−
+

 

 
7- قیمت افادة

d          -1  )c               1  )b                   0  )a(  هر سه جواب صحیح است.

طول ضلع مقابل زاوية حاده

طول وتر

طول ضلع مجاور زاوية حاده
طول وتر

طول ضلع مجاور زاوية حاده
طول وتر

طول ضلع مقابل زاوية حاده
طول وتر
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● جاهاي خالي را با جمله های مناسب تکمیل كنید.

1- در يك مثلث قايم الزاويه مجموع دو زاوية حادة آن ......................... است.

cm10  است. طول ارتفاع آن  2- در يك مثلث متساوي الاضلاع طول يك ضلع آن 
...................... است.

3- نسبت ساين يك زاوية حاده عبارت است از...................................... .

................................. و   ............................. كلمة  دو  از   Trigonometry  -4
تشکیل گرديده است.

مساوی به..........................است .  θθ cottan ⋅  -5

● كدام يك از جملات زير صحیح و كدام آن ها غلط اند، در مقابل صحیح حرف 

)ص( و در مقابل غلط حرف )غ( را بگذاريد.

θ  است. طول ضلع مقابل

طول وتر
( نسبت sinx مساوي به   ( -1

cos60 با هم مساوي اند. sin و  30  )  ( -2

2 است.
5

2 میل خط مستقیم  5 1y x= − ( در معادلة   ( -3

است. tanθ sin مساوي به 
cos

θ
θ

( نسبت  ( -4

2sin است. θ 21 مساوي به cos θ+  )  ( -5

● سوالات زير راحل نمايید:

1- در اشکال زير نسبت هاي مثلثاتي زواياي داده شده را دريافت نمايید.

60° 45°

24

12

H
60°

3

3 x x
θ

α

 
2
x

 a

 a
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2- در سوالات زير قیمت هاي A و B را محاسبه كنید:

7sin باشد cos  x و tan  x را دريابید.
12

x = 3- اگر 

3cos باشد نسبت هاي مثلثاتي cos  x و tan  x را دريابید. 
3

x = 4-اگر 

αtan  به كدام عدد نزديك می شود؟ از  α  به صفر نزديك شود  5- اگر زاوية 
روی شکل ادعای خود را ثابت كنید.

باشد، فاصله های AC و BC را محاسبه كنید.
 

 

3
330tan = 6- در شکل زير اگر

30°
16A B

C

 3

1)A cos30 sin 30 2) B cos60 sin 30
3) A tan 30 tan 60 4) B cos60 sin 30

15) A (tan 45 cos 45 ) 6) B tan 45 tan 60
2

2 17) A (sin 60 cos 45 ) 8) B 2 (sin 45 cot 45 )
2 2

9) sin 45 cos30 tan 45

= − = −

= − = +

= − = +

= + = − −

+ −

   

   

   

   

     45tan30cos45sin)9 −+=A
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فعاليت
مونوم هاي زير را در نظر بگيريد:

● يك حده هايی که با هم مشابه اند نشانی کنيد.
● افاده هاي الجبري زير را تا حد ممكن ساده کنيد.

● افاده هايي که ساده نمي شوند آن را چگونه بايد نوشت و براي هر يك چه نام هايي 
پيشنهاد مي کنيد.

● بزرگ ترين توان افاده ها را نظر به x در هر حالت تعيين کنيد.

افاده های الجبری

3 2

2
3 2

1) 2 ) ) 2 ) 9
3

4) 5 ) 2 ) 3 )
1

ta x b xy c xym d x

xe x f xy g x h
x −

از  فعاليت فوق مي توانيم بنويسيم که:
هرگاه در يك افادۀ الجبري پس از س��اده کردن حدهاي مشابه، يك حد داشته باشيم، 
آن را يك حده )Monomial(، اگر جمع ويا تفريق دو حد را داشته باشيم آن را دو 
حده )Binomial(، اگر جمع و يا تفريق س��ه حد داش��ته باشيم، آن را به نام سه حده 
 )Polynomial( و اگر بيش تر از س��ه حد داشته باش��يم، چند حده )Trinomial(

 }...,2,1,0{=C مي ناميم، به ش��رطي که توان هاي متحولين شان در ست اعداد مكمل 
شامل باشند

2 4 2 2 3 3 31 1)2 6 2 ) 3 6 ) 2 ) 2
3 3

a x x xym b x x c xy x d xy xy+ + + + +

a + b

a + b + c
 ba ⋅ افاده های الجبريی را که در سطوح شكل 

مقابل تحرير شده نام گذاری نماييد.
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در ه��ر اف��ادۀ الجبري بزرگ ترين ت��وان نظر به يك متحول خ��اص را درجة آن افادۀ 
الجبري نظر به آن متحول مي گوييم.

مثال: جدول زير را کامل کنيد:

1- افاده هاي زير را ساده نموده و درجة آن ها را نظر به هر يك از متحول ها تعيين کنيد.
2 2 2 2

2 2 3 2 3 3

3 1) 3 6 ) 2 2 2 3
2 2

) 4 2 14 8 4 16 2 ) 4 2 4 1

a x x x x b mn m n m m

c x x x x x x d x y yx xy

− + − − + +

− + + − + − − − − + − −

2-  افاده هاي الجبري زير چند حده بوده، درجة هر کدام آن ها را نظر به هر يك از 
متحول ها تعيين کنيد:

3- درافاده هاي B ، A و C زير حدود مش��ابه را مشخص و چند حده)پولينوم( را ساده 
کنيد.

2 6 5 6 6 2

2 6 2 3 2

3 4 3 6

) 6 4 12 2 ) 8 4 5

) 6 ) 3 6 2
4 2) 3 8 12 0.5 )
2

9

4

− − − − −

− + −
−

− − −
−

a x x xy x b x xy x

c x y m d x y x y y
m ne pq p q q p f
m n

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

14 2 3 2 0.5
2

4 0.7 2 3
3
2 8 2 3 8 32

= + − − − −

= − + − − − +

= + − +

A xy x y xy xy x y xy

B a b a b a b a b xy

C x x

23x² – 7x

6x² – 4x – 1

0.4x²y – 2x  +16y²4

13x – 2y³ + 6x³y

3 – 5 + x² – y³ – 2xy

4x² – 2x + 6x² – 5x

2x – 4
x———

32 y² – 3y + 2y³

افاده های الجبری
نام گذاری درجة افاده

x نظر بهy چند حدهسه حدهدو حدهيك حدهنظر به

 242 1624.0 yxyx +−

23x² – 7x

6x² – 4x – 1

0.4x²y – 2x  +16y²4

13x – 2y³ + 6x³y

3 – 5 + x² – y³ – 2xy

4x² – 2x + 6x² – 5x

2x – 4
x———

32 y² – 3y + 2y³
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فعاليت
● جاهاي خالي را با اعداد پر کنيد.

● در روابط بالا از چه خاصيتي استفاده گرديده است؟

● ضرايب عددي طرف راست با ضريب متحول در طرف چپ چه رابطه يي دارند؟

a+ را ساده کرد؟ b ● آيا مي توان 

در فعاليت بالا به مشاهده رسيد که:

تجزيه به فكتور)فكتور گيري(

در تجزية برخي افاده هاي الجبري مي توان از خاصيت توزيعي ضرب بالاي جمع استفاده کرد. 
با تشخيص عامل مشترك در افاده ها، مي توان يك افادۀ الجبري را تجزيه کرد.

مثال 1: افاده هاي الجبری زير را تجزيه کنيد:

حل:  در افاده هاي داده شده، ابتدا جملة مشترك در همه حدود را دريافت نموده، آن 
را پيش روي قوس مي نويسيم، بعداً تمام حدود را به اين جملة مشترك تقسيم نموده و 

حاصل آن را در بين قوس  مي نويسيم. 

2

3
5 6

–3

5
2 –15

4

2
6 8

3

…
4 …

…

5
… 10

…

…
7 12

…

…
11 24

…

…
8 12

…

…
1 –6

4

3
… …

–3

2
… …

5 (....... ......) ...... ..........
6 (...... ......) ...... ..........

= + = +
= + = +

x x x x
y y y y

4 3 2 2

2 2

) )
1) 2 ) 3 6
2

+ − − +

− −

a ab ac ad b x x y x y

c m m d xy x

4 3 2 2

2 2

) )
1) 2 ) 3 6
2

+ − − +

− −

a ab ac ad b x x y x y

c m m d xy x

درشكل مقابل چند دس��ته گل را می بينيد؟ و 
کدام دس��ته ها با هم مشابه اند؟ و چند شاخچه 

سازندۀ يك دسته گل است؟

3 2 (........ ...........) ...........
(.......... ..........)

+ = + =
+ = + =

x x x x
ax bx x3 2 (........ ...........) ...........

(.......... ..........)
+ = + =
+ = + =

x x x x
ax bx xACKU
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مثال 2 : افاده هاي زير را تجزيه کنيد:

حل: افاده ها را اول طوری ترتيب مي دهيم که حدود مشترك پهلوي هم قرار گيرند، 
بعداً حدود مشترك را در افاده ها دريافت نموده و سپس آن را تجزيه مي نماييم.

 افاده های زير را تجزيه کنيد.

2 2

2

) ) 4 2
) 2 2 3 3 ) 2 2 2 2

+ + + − + +

+ + + − + +

a Ax Bx Ay By b x y x y
c x xy x y d x y x y

4 3 2 2

2 2

3 2 2 4 3

2 2 2 4

1) x x y x x 2) x(2x 3y) 8(2x 3y)
3) 10ab 15ac 4) 32x y 4xy

5) 2 x y 8 xy 6) 0.5mn 0.125m n
3 4 17) ab b b 8) x x x x
2 6 2

9) mab my ny nab 10) ab(b a c) ac(a b c) bc(c b a)

− + − + −

− −

− −

+ + − − −

+ + + + + + + + + + +

4 3 2 2 2 2 2

2

2

) ( )
) ( )

1 1) 2 ( 2)
2 2

) 3 6 3 ( 2 )

+ − = + −

− + = − +

− = −

− = −

a ab ac ad a b c d
b x x y x y x x xy y

c m m m m

d xy x x y x

4 3 2 2 2 2 2

2

2

) ( )
) ( )

1 1) 2 ( 2)
2 2

) 3 6 3 ( 2 )

+ − = + −

− + = − +

− = −

− = −

a ab ac ad a b c d
b x x y x y x x xy y

c m m m m

d xy x x y x

4 3 2 2 2 2 2

2

2

) ( )
) ( )

1 1) 2 ( 2)
2 2

) 3 6 3 ( 2 )

+ − = + −

− + = − +

− = −

− = −

a ab ac ad a b c d
b x x y x y x x xy y

c m m m m

d xy x x y x

4 3 2 2 2 2 2

2

2

) ( )
) ( )

1 1) 2 ( 2)
2 2

) 3 6 3 ( 2 )

+ − = + −

− + = − +

− = −

− = −

a ab ac ad a b c d
b x x y x y x x xy y

c m m m m

d xy x x y x

4 3 2 2 2 2 2

2

2

) ( )
) ( )

1 1) 2 ( 2)
2 2

) 3 6 3 ( 2 )

+ − = + −

− + = − +

− = −

− = −

a ab ac ad a b c d
b x x y x y x x xy y

c m m m m

d xy x x y x

2 2

2 2

2

) ) 4 2

( ) ( ) [ (2 ) ] ( 2 )
( )( ) ( 2 )( 2 ) ( 2 )

( 2 )( 2 1)
) 2 2 3 3 ) 2 2 2 2
2 ( ) 3( ) 4 4
( )(2 3) 4( )

+ + + − + +

= + + + = − + +
= + + = − + + +

= + − +

+ + + + + +
= + + + = +
= + + = +

 
a Ax Bx Ay By b x y x y

x y
x A B y A B x y x y
A B x y x y x y x y

x y x y
c x xy x y d x y x y

x x y x y x y
x y x x y

2 2

2 2

2

) ) 4 2

( ) ( ) [ (2 ) ] ( 2 )
( )( ) ( 2 )( 2 ) ( 2 )

( 2 )( 2 1)
) 2 2 3 3 ) 2 2 2 2
2 ( ) 3( ) 4 4
( )(2 3) 4( )

+ + + − + +

= + + + = − + +
= + + = − + + +

= + − +

+ + + + + +
= + + + = +
= + + = +

 
a Ax Bx Ay By b x y x y

x y
x A B y A B x y x y
A B x y x y x y x y

x y x y
c x xy x y d x y x y

x x y x y x y
x y x x y

2 2

2 2

2

) ) 4 2

( ) ( ) [ (2 ) ] ( 2 )
( )( ) ( 2 )( 2 ) ( 2 )

( 2 )( 2 1)
) 2 2 3 3 ) 2 2 2 2
2 ( ) 3( ) 4 4
( )(2 3) 4( )

+ + + − + +

= + + + = − + +
= + + = − + + +

= + − +

+ + + + + +
= + + + = +
= + + = +

 
a Ax Bx Ay By b x y x y

x y
x A B y A B x y x y
A B x y x y x y x y

x y x y
c x xy x y d x y x y

x x y x y x y
x y x x y

2 2

2 2

2

) ) 4 2

( ) ( ) [ (2 ) ] ( 2 )
( )( ) ( 2 )( 2 ) ( 2 )

( 2 )( 2 1)
) 2 2 3 3 ) 2 2 2 2
2 ( ) 3( ) 4 4
( )(2 3) 4( )

+ + + − + +

= + + + = − + +
= + + = − + + +

= + − +

+ + + + + +
= + + + = +
= + + = +

 
a Ax Bx Ay By b x y x y

x y
x A B y A B x y x y
A B x y x y x y x y

x y x y
c x xy x y d x y x y

x x y x y x y
x y x x y

2 2

2 2

2

) ) 4 2

( ) ( ) [ (2 ) ] ( 2 )
( )( ) ( 2 )( 2 ) ( 2 )

( 2 )( 2 1)
) 2 2 3 3 ) 2 2 2 2
2 ( ) 3( ) 4 4
( )(2 3) 4( )

+ + + − + +

= + + + = − + +
= + + = − + + +

= + − +

+ + + + + +
= + + + = +
= + + = +

 
a Ax Bx Ay By b x y x y

x y
x A B y A B x y x y
A B x y x y x y x y

x y x y
c x xy x y d x y x y

x x y x y x y
x y x x y

2 2

2 2

2

) ) 4 2

( ) ( ) [ (2 ) ] ( 2 )
( )( ) ( 2 )( 2 ) ( 2 )

( 2 )( 2 1)
) 2 2 3 3 ) 2 2 2 2
2 ( ) 3( ) 4 4
( )(2 3) 4( )

+ + + − + +

= + + + = − + +
= + + = − + + +

= + − +

+ + + + + +
= + + + = +
= + + = +

 
a Ax Bx Ay By b x y x y

x y
x A B y A B x y x y
A B x y x y x y x y

x y x y
c x xy x y d x y x y

x x y x y x y
x y x x y

2 2

2 2

2

) ) 4 2

( ) ( ) [ (2 ) ] ( 2 )
( )( ) ( 2 )( 2 ) ( 2 )

( 2 )( 2 1)
) 2 2 3 3 ) 2 2 2 2
2 ( ) 3( ) 4 4
( )(2 3) 4( )

+ + + − + +

= + + + = − + +
= + + = − + + +

= + − +

+ + + + + +
= + + + = +
= + + = +

 
a Ax Bx Ay By b x y x y

x y
x A B y A B x y x y
A B x y x y x y x y

x y x y
c x xy x y d x y x y

x x y x y x y
x y x x y

2 2

2 2

2

) ) 4 2

( ) ( ) [ (2 ) ] ( 2 )
( )( ) ( 2 )( 2 ) ( 2 )

( 2 )( 2 1)
) 2 2 3 3 ) 2 2 2 2
2 ( ) 3( ) 4 4
( )(2 3) 4( )

+ + + − + +

= + + + = − + +
= + + = − + + +

= + − +

+ + + + + +
= + + + = +
= + + = +

 
a Ax Bx Ay By b x y x y

x y
x A B y A B x y x y
A B x y x y x y x y

x y x y
c x xy x y d x y x y

x x y x y x y
x y x x yACKU
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فعاليت
● چه رابطه يي بين اعداد در هر مربع وجود دارد؟

● با استفاده از رابطة فوق جاهاي خالي را پر کنيد:

ضرب افاده هاي الجبري

2

3
5 6

–3

5
2 –15

4

2
6 8

3

…
4 …

…

5
… 10

…

…
7 12

…

…
11 24

…

…
8 12

…

…
1 –6

4

3
… …

–3

2
… …

2

3
5 6

–3

5
2 –15

4

2
6 8

3

…
4 …

…

5
… 10

…

…
7 12

…

…
11 24

…

…
8 12

…

…
1 –6

4

3
… …

–3

2
… …

2

3
5 6

–3

5
2 –15

4

2
6 8

3

…
4 …

…

5
… 10

…

…
7 12

…

…
11 24

…

…
8 12

…

…
1 –6

4

3
… …

–3

2
… …

2

2

8 12 ( ........)( .........)

6( .........)( ..........)

x x x x

x x x x

+ + = + +

+ − + +

2

3
5 6

–3

5
2 –15

4

2
6 8

3

…
4 …

…

5
… 10

…

…
7 12

…

…
11 24

…

…
8 12

…

…
1 –6

4

3
… …

–3

2
… …

     (x+a)(x+b) 
 = x² +(a + b) x +ab

 .........x.............x..........x.......x......x)3x)(4x( 22 +=+++=++

با ضرب نمودن قوس های مقابل بگوييد 
دو  ضرب  حاصل  و  جمع  حاصل  که 

عدد مساوی به کدام عدد ها اند؟

 .........................)2)(3( 22 −−=−−+=+− xxxxxxx

 ).....)(.....(62 +−=−+ xxxx
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از فعاليت بالا به مشاهده می رسد: 
در ضرب دو افادۀ الجبري که يك جملة مشترك دارند، می توانيم بنويسيم:

2( )( ) ( )x a x b x a b x a b+ + = + + + ×
بايد  تجزيه کنيم،  به دو قوس  را   2x bx c+ + مانند  ترينوم  افادۀ  بخواهيم يك  هرگاه 
طوری دو عدد را پيدا کنيم که حاصل ضرب آن ها c و حاصل جمع آن ها b گردد، 

اگر اين اعداد را m و n به ناميم، داريم:

حل: 

1- افاده های زير را تجزيه کنيد:

2- افاده های زير را با هم ضرب نماييد:

مثال: عمليه های ضرب و تجزيه های زير را انجام دهيد.
 nmx)nm(xcbxx 22 ⋅+++=++

2 2

2 2

) ( 4)( 5) ) ( 3)( 4) ) ( 0.4)( 0.2)
2 1) ( )( ) ) 12 32 ) 4 3
3 2

) 3 28 ) 5 6

− + + + − +

+ + + + + +

− − − +

a t t b a a c x x

d y y e x x f x x

g x x h x x

 

34)
)2)(4()

2 ++

+−

xxf
xxc

2 2

2 2

) 7 12 ) 6 7
) 2 ) 20
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فعاليت
● جدول زير را تكميل کنيد:

مجموع و تفاضل مكعبات

2 2 2 2 2 2

3 2 2 2 2 3

3 3

( )( ) ( ) ( )a b a ab b a a ab b b a ab b
a a b ab ba ab b
a b

+ − + = − + + − +

= − + + − +

= +

3 3 2 2

3 3 2 2

( )( )
( )( )

a b a b a ab b
a b a b a ab b
+ = + − +

− = − + +

))((  مش��اهده  22 bababa +−+ 33  و  ba + ● چ��ه رابطه ي��ي بين دو س��تون تحت 

مي کنيد؟
3 بنويسيد؟ 3a b− ● آيا مي توانيد يك رابطة مشابه براي 

از فعاليت بالا مي توان نتيجه گرفت:

اين رابطه را می توان به شكل الجبري ثبوت نمود:

a³ – b³ = (a – b)(a² + ab + b²)

به شكل مقابل توجه نموده و بگوييد که 
اين سطوح کدام جسم منظم هندسی را 

می سازند؟

a a³ + b³ a² - 2ab + b²(a + b) (a + b)(a² - 2ab + b²)b
5 2
4 1
–3 2
3 –2
4 4 ACKU
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مثال1: افاده های  الجبري زير را به مطابقت تجزيه کنيد:

3 تبديل نموده، بعداً به کمك  3a b± حل: ابتدا افاده های الجبري را به شكل مطابقت 
اين مطابقت آن را تجزيه می نماييم:

3 3 3 2

2

1 1 1 3 127 (3 ) ( ) (3 )[(3 ) ] 3 18 2 2 2 4 91 1 1 2 43 3 (3 )
2 2 2

x x x x x
x x

x x x

− − − + +
= = = + +

− − −
= مساحت قاعده

 را ساده کنيد.
3 3

2 2

x y
x xy y

−
+ +

مثال 3 : افادۀ 
حل: ابتدا مطابقت صورت را به شكل انكشاف يافتة آن می نويسيم:

3 را تجزيه کنيد؟
3 2

x
x + مثال 4: افادۀ 

3 را به شكل الجبري نشان دهيد. 3 2 2a b (a b)(a ab b )− = − + + 1- صحت مساوات

2- افاده های الجبري زير را به مطابقت ها تجزيه نماييد.

3 6 6 3 3 3
3

1) 8 ) )− − +a b b a b x y c h
h

3 3 3 2

6 6 3 3 2 2 3 3 2 2 4 4 2 2 2 2

3 3 3 2
3 2

) 8 2 ( 2)( 2 4)
) ( ) ( ) ( )( )

1 1 1 1) ( ) ( )( 1 )

− = − = − + +

− = − = − + +

+ = + = + − +

a b b b b b
b a b x y a b xy a b xy a b a b xy x y

c h h h h
h h h h

( نشان داده شده است. 3 127
8

x − مثال2 : حجم يك مكعب مستطيل به)
13 باشد، مساحت قاعدۀ مكعب مستطيل چند است؟

2
x − اگر ارتفاع آن 

⇒ ارتفاع × مساحت قاعده = حجم مكعب مستطيل حجم مكعب مستطيل = مساحت قاعده
ارتفاع

3 3 2 2

2 2 2 2

( )( )− − + +
= = −

+ + + +
x y x y x xy y x y

x xy y x xy y
33 3

3 3 3 3
3 3

3 3
2 3

2

2 ( 2) 2( )

2 4( )( 2 )

+ = + = +

= + − +

x x x
x x x

x x
x x

6 6 3 3 3 12 12

3 3 3
3

3 6 3 3 6

) )8 )
1)125 ) 0.125 1 ) 1

)8 64 )8 27 ) 1

− + −

+ − +

− − −

a a b x y b b c x y

d x y e x f
x

g a b h a b i b

6 6 3 3 3 12 12

3 3 3
3

3 6 3 3 6

) )8 )
1)125 ) 0.125 1 ) 1

)8 64 )8 27 ) 1

− + −

+ − +

− − −

a a b x y b b c x y

d x y e x f
x

g a b h a b i b

6 6 3 3 3 12 12

3 3 3
3

3 6 3 3 6

) )8 )
1)125 ) 0.125 1 ) 1

)8 64 )8 27 ) 1

− + −

+ − +

− − −

a a b x y b b c x y

d x y e x f
x

g a b h a b i b

 3366) yxbaa +
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جم��ع  حاص��ل  ک��ردن  پي��دا  ب��رای 
3 درياف��ت کوچك تري��ن مضرب  5

4 6
+

مش��ترك 6 و 4  ي��ا مخ��رج مش��ترك 
 ض��رورت اس��ت ک��ه ب��راي اي��ن کار 
ي��ك طريق��ه وج��ود دارد. چه روش��ی 
جم��ع  حاص��ل  ک��ردن  پي��دا  ب��رای 

2 پيشنهاد می کنيد؟

3 2
1 2 2x x
+

− +

)L.C.M( كوچك ترين مضرب مشترك

3 ابتدا کوچك ترين مضرب مشترك  2
6 8
+ ● مي دانيم که براي پيدا کردن حاصل جمع 

6 و 8 را پيدا مي کرديم، مراحل آن را توضيح دهيد.
2 را به عوامل ضربي تجزيه کنيد. 1x − 2 و  2x + ● افاده هاي 

● عوامل ضربي مشترك و غير مشترك را تعيين کنيد.

چه  کنيد  فكر   2 1x − و   2x+2 مشترك  مضرب  کردن کوچك ترين  پيدا  براي   ●
عملي بايد انجام شود؟

2 کدام است؟ آن را به دست بياوريد. 1x − 2 و  2x + ● کوچك ترين مضرب مشترك 

 را دريافت نماييد.
2

3 2
1 2 2x x
+

− +
● حاصل جمع

ابتدا  الجبري  افادۀ  يا چند  به دست آوردن کوچك ترين مضرب مشترك، دو  براي 
آن ها را به عوامل ضربي اوليه تجزيه نموده سپس عوامل مشترکي که بزرگ ترين توان 
را دارند، در عوامل ضربی غير مشترك ضرب نماييد کوچك ترين مضرب مشترك 

افاده ها به دست مي آيد.
دست  به  را   2 1x − و   2 2x + ، 24x افاده هاي  مشترك  مضرب  کوچك ترين   :1 مثال 

بياوريد.
حل: ابتدا افاده ها را به طور جداگانه تجزيه مي کنيم:

2 2 2

2

4 2
2 2 2( 1)

1 ( 1)( 1)

x x
x x

x x x

=
+ = +

− = − +
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22 و 2 2  است که حاصل  ( 1)x + ديده مي شود عامل مشترکي که بزرگ ترين توان را دارد 
 2 2 2 22 ( 1)( 1) 4 ( 1)x x x x x+ − = − ضرب آن ها با عوامل غير مشترك  مساوي به

بوده که به نام کوچك ترين مضرب مشترك يا L.C.M ياد مي شود.
   32x40x8,6x6 22 ++−  مث�ال 2 : کوچك تري��ن مض��رب مش��ترك افاده هاي 

24 را به دست آريد. 12 16x x+ − و

در نتيجه کوچك ترين مضرب مشترك آن عبارت است از:
32 3( 1)( 4)( 1)× + + −x x x

2 2 2

2 2 3

2 2

4 12 16 4( 3 4) 2 ( 4)( 1)
8 40 32 8( 5 4) 2 ( 4)( 1)

6 6 6( 1) 2 3( 1)( 1)

x x x x x x
x x x x x x

x x x x

+ − = + − = + −

+ + = + + = + +

− = − = × − +

2

2 2 3

2 4 3 3 1 21) 2)
3 5 10 2 15 5
2 4 2 3 13) 4)

1 1 1 1 1 1

x x
x x x x x

x
x x x x x x

−
− ÷ −

+ − +

+ − + +
− + − − − +

با در نظر داشت کوچك ترين مضرب مشترك، ساده سازيد.

ACKU



139

فعاليت
  را ديگر نتوانيم ساده تر  يا اختصار کنيم، چه عملي انجام 

7
995

 
● وقتي کسري مانند

مي دهيم؟
● افاده هاي الجبري زير را تا آن جا که ممكن است ساده کنيد:

 

2,
2

6)

2,
2

65)00,
3

2432)

23

2

2

3432

−≠
+

−−−

≠
−

+−
≠∧≠

−
+−

x
x

xxxc

x
x

xxbyx
xy

xyyxyma

● به عمليات زير توجه نموده توضيح دهيد که در حل پی در پی چه کاري انجام شده 
است؟ چرا؟

                                    

● در حل جز )a( چرا عملية تقسيم را از اولين رقم چپ يعنی عدد 9 شروع کرديم؟ 

فكر کنيد! عملية تقسيم در جز )b( را چرا از x3 آغاز نموديم؟

تقسيم افاده های الجبري

 2 2 4

2

2 4 ?
2





xy x y
xy

توجه نماييد! اف��ادۀ مخرج به کدام 
افاده صورت ارتباط دارد؟ می توانيد 

آن را ساده سازيد.
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 مرتب کردن و نوشتن يك افادۀ  الجبری از بزرگ ترين به کوچك ترين توان را ترتيب 
نزولي پولينوم مي ناميم.

در تقسيم دو افادۀ الجبری مراحل زير را انجام می دهيم:
1- پولينوم مقسوم و مقسوم عليه را به شكل نزولي ترتيب مي نماييم.

2- حد اول پولينوم مقسوم را بالاي حد اول پولينوم مقسوم عليه تقسيم کنيم، حاصل 
آن حد اول خارج قسمت مي باشد.

3- خارج قسمت حاصل شده را به هر حد مقسوم عليه ضرب  نموده و حاصل را از 
حدود مشابه مقسوم تفريق مي نماييم.

4- حد بعدي مقسوم را پايين نموده، پهلوي باقي مانده می گذاريم، بعداً حد اول افاده 
را بالاي حد اول مقسوم عليه تقسيم و حاصل آن را به همه حدود مقسوم عليه ضرب و 

حاصل آن را از افادۀ باقي ماندۀ مقسوم تفريق می نماييم.
5- سپس مراحل2 ،3  و 4  را تا وقتي ادامه مي دهيم که حدود باقي مانده صفر و يا 

درجة آن به اندازۀ يك از درجة حدود مقسوم عليه کمتر گردد.

6x تقسيم نماييد.    − 3 را بالاي  23 23 30x x x− − + مثال 1 : افادۀ 

مراحل تقسيم
 3

2

23 3

5 5

xI x
x
xII x
x

xIII
x


− = 


− = 


− − = − 


 

0

30x5
30x5_

x18x3_

x23x3

5x3xx6x_
6x30x23x3x

2

2
2

223

23

±
+

−

−+

−+−−





 −+

 −+

 −+
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2 تقسيم کنيد.  4x x− − 5 را بالاي افادۀ  3 22 8 4x x x x− + − + مثال 2 : افادۀ 

ً  عملية تقسيم  حل: پولينوم مقسوم و مقسوم عليه را به شكل نزولي ترتيب نموده،  بعدا
را انجام مي دهيم.         

بررسی  را  بالای هم ديگر دو شرط  تقسيم دو عدد  يافتن صحت  برای  همان طور که 
می کرديم، برای يافتن صحت تقسيم دو افادۀ الجبری بالای هم ديگر نيز دو شرط بايد 

بررسی شود:
1- حاصل ض��رب خارج قس��مت و مقس��وم عليه جمع باقی مانده بايد ب��ا افادۀ الجبری 

مقسوم برابر باشد.
2- درجة باقی مانده از درجة مقسوم عليه کوچك تر باشد.

طوری که در مثال 2  :
2 3 2

5 3 2

( 4)( 3 8) 12 36
2 8 4

− − + + + + + =

− + − +

x x x x x x
x x x x

2 3 2

5 3 2

( 4)( 3 8) 12 36
2 8 4

− − + + + + + =

− + − +

x x x x x x
x x x x=

   

در نتيجه گفته می توانيم که درجة مقس��وم عليه نظر به x مس��اوی به 2 اس��ت و درجة 
باقی مانده مساوی به 1 است. پس نتيجة به دست آمده درست است.

مراحل تقسيم
 5

3
2

4
2

2

3

2

2

2 3
2
8 8

xI x
x
xII x
x

xIII x
x
xIV
x


− = 


− = 

− = 

− =


 5
3

2

4
2

2

3

2

2

2 3
2
8 8

xI x
x
xII x
x

xIII x
x
xIV
x


− = 


− = 

− = 

− =


 














 

36x12

32x8x8_
4x4x8

x12x3x3_
x12x5x3

x4xx_
xx2x

8x3xxx4xx_
4xx4x8xx2x.0x

2

2

23

23

234

234

23345

22345

+

++

++

++

+++

−−+−+−+









 

36x12

32x8x8_
4x4x8

x12x3x3_
x12x5x3

x4xx_
xx2x

8x3xxx4xx_
4xx4x8xx2x.0x
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تمرين
- تقسيم نماييد. در پايان صحت تقسيم را بررسی کنيد.

3 2 2

2

3 2

3 2

1) (2 4 2 6) ( 9 7)

2) (1 ) (1 )

3) (2 3 ) ( 3 1)

4) (2 5 1) ( 3)

− − − ÷ + +

− − ÷ −

+ − ÷ − −

+ − − ÷ +

t t t t t

x x x

y y y y y

x x x x

x+3 تقسيم کنيد.  2 را بالاي افادۀ 42 3 1+ − +x x x مثال 3 : افادۀ
حل: ابتدا افاده های مقسوم و مقسوم عليه را به شكل نزولی ترتيب می دهيم.
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فعاليت
● براي ساده کردن هر يك از افاده هاي زير چه عمليه هايی را بايد انجام دهيم. اين 

عمليه ها را به ترتيب شماره گذاري کنيد.

ترتيب انجام عمليات در 
افاده هاي الجبري

در فعاليت بالا ديديم که ترتيب اجراي عمليه ها در افاده هاي الجبري از قانون ترتيب 
عمليات در اعداد پيروي می گرديد. براي ساده کردن يك افادۀ الجبري به ترتيب زير 

عمل مي کنيم:
1- توان را رفع مي نماييم.

2- در صورت موجوديت قوس، افادۀ الجبري را ساده مي کنيم.
3- به ترتيب از چپ به راست عمليه های ضرب و تقسيم را انجام مي دهيم.

4- به ترتيب از چپ به راست عمليه های جمع و تفريق را انجام مي دهيم.

n a
 

[ ]

4

2

2

3 2 5 (16 4)
4 5 2 3(2 3 ) 2
3 4 (2 )
2 3 2( 1)( 2) 6 2
x x x
x x x x

− × + ÷

× ÷ − + +

− +

− − + + + ÷ 26)}2)(1(2{32 ÷+++−− xxxx

هر گاه در افاده های الجبری علامات 
مقابل موجود باش��ند، ب��ه چه ترتيب 

افاده ها را ساده کرده می توانيم؟
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فعاليت

مثال 1 : افاده هاي زير را ساده سازيد.

● عبارت هاي زير را ساده سازيد:

و 1
2 3

1
−

−a b

مخرج در  شده، جذر  داده  کسر های  شناختن  يا  و  بردن  بين  از  برای   ●

  از کدام مطابقت می توان کمك گرفت؟

1
2 3

1
−

−a b
● با از بين بردن جذر در مخرج کسرها، آن ها را ساده کنيد.

3

3 3

2

5)
8

) 8

) 3 49

a

b x y

c a a

عمل از بين بردن جذر در مخرج يك کسر به نام گويا کردن و يا ناطق ساختن کسر 
الجبري ياد می گردد.

 xxxx 522)}2(2{12)2 ×÷++−−−
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مثال: مخرج کسرهاي زير را ناطق سازيد.

3

2 21) 2)

1 53) 4)
1 2 3

x a
a
a
−
− −

حل:

2

23

3 3 23

233

33

2 2

2 2

2 21)

2 2

2 22)

2 2

1 1 13)
1 1 1

( 1)( 1)
( ) 1

( 1)( 1) 1
1

5 5 2 34)
2 3 2 3 2 3

5( 2 3)
( 2) ( 3)

5( 2 3)
2 3

5( 2 3) 5( 2 3)
1

= ×

= =

= ×

= =

− − +
= ×

− − +

− +
=

−

− +
= = +

−
+

= ×
− − +

+
=

−

+
=

−
+

= = − +
−

x
x x x

x x
xx

a
a a a

a a
aa

a a a
a a a

a a
a

a a a
a

2
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افاده هاي زير را ساده سازيد.

تمرين

•برای س��اده س��اختن يك افادۀ الجبری ابت��دا به ترتيب قوس ه��ا و طاقت را رفع  	

می س��ازيم و بع��داً به ترتيب عملية تقس��يم، ضرب، جمع، و تفري��ق را از چپ به 
راست انجام می دهيم.

• است. 	x x عبارت از  عامل ناطق سازی 
• است. 	1−x x+1 عبارت از  عامل ناطق سازی 

• yx است.	 − yx عبارت از  + عامل ناطق سازی 
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● افادۀ  الجبري که از يك حد تشكيل شده باشد، به نام مونوم يا يك حده ياد مي شود،  
 xyx 2,5 23−  ، nax مانند: 

● افادۀ  الجبري که از دو حد تش��كيل شده باشد، به نام  باينوم يا دو حده ياد مي شوند،  
2ax b+ مانند: 

● افادۀ  الجبري که از سه حد تشكيل شده باشند، به نام  ترينوم يا سه حده ياد مي شوند،  
2ax bx c+ + مانند: 

● افادۀ  الجبري که از يك يا چندين حد تش��كيل شده باشند و توان هاي حروف آن ها 

در ست اعداد مكمل شامل باشند، به نام  پولينوم ياد مي شوند.

. ...   ,,12 x 5 3 2ax bx cx x d+ + − − 22,12  و x−   مانند: 
● بزرگ ترين توان نظر به يك متحول خاص به نام درجة پولينوم نظر به آن متحول ياد مي شود.

● ترتيب پولينوم که از چپ به راست از بزرگ ترين توان به طرف کوچك ترين توان 
ترتيب شده باشد، به نام ترتيب نزولي ياد مي شود.

● مجموعه و تفاضل مكعبات:
3 3 2 2( )( )a b a b a ab b+ = + − +
3 3 2 2( )( )a b a b a ab b− = − + +

الجبري که بزرگ ترين توان را دارد. در  افاده های  حاصل ضرب عوامل مشترك   ●

 L.C.Mعوامل غير مشترك افاده هاي الجبري به نام کوچك ترين مضرب مشترك يا
ياد مي شود.

( موجود باشد،   na , و  , ,÷ × − + ● هرگاه در يك افادۀ  الجبري قوس ها و عمليه هاي )

جهت ساده ساختن افاده ها ابتدا قوس ها را به ترتيب از کوچك به بزرگ رفع و بعداً 
عملية توان را رفع نموده و به ترتيب عمليه هاي تقسيم، ضرب از چپ به راست، جمع 

و تفريق  از چپ به راست را انجام مي دهيم.
x است. x عبارت از  ● عامل ناطق سازي 

1x است. − 1x عبارت از  + ● عامل ناطق سازي 

x است. y− x عبارت از  y+ ● عامل ناطق سازي 

نكات مهم فصل پنجم
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● در س��ؤالات زير براي هر س��وال چهار جواب داده ش��ده اس��ت، جواب صحيح را 

انتخاب کنيد.
  عامل مشترك:

xx
2
12 2 −

 
1- در افادۀ

d( ندارد x2 است    )c     است x  )b    2 است )a

) عبارت است از: 2)( 3)x x− + 2- حاصل ضرب افاده های

  2 5 6x x− −  )b    2 5 6x x+ +  )a
2 6x x− +  )d    2 6x x+ −  )c 

2 عبارت است از:

1 3
2 2 1x x

+
+ −

3- کوچك ترين مضرب مشترك افادۀ 

 ( 1)( 1)x x+ −  )b     2( 1)( 1)x x+ − )a

d     2(2( هيچ کدام. 2)( 1)x x+ −  )c 

 عبارت است از:
3 2

2

2 4 2 16 8
2 8

x x x x
x

− + + −
−

4- حاصل تقسيم 

2

2( 2 1)(2 )
2 8

xx x
x
−

− + +
−

 )b           2 1x− + )a

c( الف و ب      d( هيچ کدام.

a عبارت است از: b− 5- عامل ناطق سازي افادۀ 

b  )b       a )a

a b−  )d      a b+ )c

تمرينات فصل پنجم
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● جاهاي خالي را با کلمات و جملات مناسب پر کنيد.

3 يك افادۀ.............. درجه...................است. 22 4 3 1− + −x x x 1- افادۀ الجبري

2 به دو فكتور خطی عبارت از.....................  7 12x x+ + افادۀ الجبري  2- تجزية 

است.
 عبارت از......................... است.

2 1
1

x
x
−
+

3- حاصل تقسيم 

2 عبارت از........................ است. 2( 1)( 1)x x x x+ − − − 4- حاصل ضرب 

 3 3a b+ = ).............()..............................( -5

● کدام يك از جملات زير صحيح و کدام آن غلط است، در مقابل صحيح علامة 

)ص( و در مقابل غلط علامة )غ( بگذاريد.
1-)        ( افادۀ  الجبري که از چندين حد تشكيل شده باشند و توان های متحولين شان 

در ست اعداد مكمل شامل باشند، به نام پولينوم ياد مي گردند.
2 است. 22 ( )( )x ax a x a x a+ + = + + 2 به صورت  22 ( )( )x ax a x a x a+ + = + 2-)        ( تجزية افادۀ +

 3 442x y از  عبارت   3 2 2 314 , 21x y x y مشترك  (کوچك ترين مضرب      (  -3

است.
 3 3 2 2( )( )a b a b a ab b− = + + + )        (-4

 3 3 2 2( )( )a b a b a ab b+ = + − + )        (-5ACKU
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● سؤالات زير را حل کنيد.

1- تجزيه نماييد.

2- ساده سازيد.

3- تقسيم نماييد.

2 2 2 2

2 8 6 6 8

2 2 2 2

) 2 ) 2
) 21 14 28 ) 72 96

1 1) ) 1 2 ( )
2 16

a y y b a b bc c
c a ab a d m n m n

e a x ax f ab a b

− − − + −

− + −

+ + + − +

8

2

3 3

2 2 2 2

1 1

1 1 1)
2 2 2

( ))

)

x xa
x x x
x h xb

h
a b b ac
ab ba

− −

− −

− +
− +

− − −
+ −

−
−

 
4

1
2 −x

2

4 4

3 2

3

2 2

12 4 20)
40 5

)

1) 2 4 ( )
2

) ( 5 6) ( 2)
) 3 2 5 64 5

− +
−

−
−

− − ÷ −

− + ÷ −

− − + ÷ −

a aa
a

a bb
a b

c x x x

d x x x
e x x x x

2

4 4

3 2

3

2 2

12 4 20)
40 5

)

1) 2 4 ( )
2

) ( 5 6) ( 2)
) 3 2 5 64 5

− +
−

−
−

− − ÷ −

− + ÷ −

− − + ÷ −

a aa
a

a bb
a b

c x x x

d x x x
e x x x x )5()645() 2 +−÷+− xxxe

 
)

2
1()43() 23 −÷−− xxxc
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فعاليت

فعاليت

فعاليت

ترازو در كدام حالت قرار دارد، چرا؟

نـامسـاوات
Inequality 

در زنده گي روزانه عموماً نيازمند به مقايس��ة كميت هاي نامس��اوي هس��تيم. مثلًا براي 
درجه بندي ش��اگردان يك صنف مجموعة نمرات آن ها كه از زياد به كم درجه بندي 
مي شود، آيا شما مي توانيد نمونه هاي ديگري از زنده گي روزانه مثال دهيد، كه در آن 

اعداد غيرمساوات با هم مقايسه شده باشند.
≤ با هم ارتباط داش��ته باش��ند، به نام  , و  ,> ≤ < هر گاه اعداد توس��ط يكی از علايم 

 45,23... ><− نامساوات ياد مي شوند؛ مانند: 

2 را بالاي محور اعداد زير تعيين كنيد. 3, 4, 2 , ,3
3 2

−
− اعداد 

10
● با استفاده از علامت مناسب، اعداد فوق را به ترتيب از كوچك به بزرگ بنويسيد.

● چ��ه رابطه يی بين ترتيب اعداد و محل ق��رار گرفتن آن ها روي محور اعداد ملاحظه 

می گردد.
مشاهدات فعاليت فوق را می توان طور زير خلاصه كرد:

بالاي محور اعداد، عددي كه به طرف راس��ت عدد ديگ��ری قرار دارد،  بزرگ تر  از 
عددي است كه طرف چپ آن قرار دارد.

c س��ه عدد حقيقي باش��ند، مي توانيم بنويس��يم كه:      b, و  a در حال��ت كل��ي هر گاه
,< < ⇒ <a b b c a c
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فعاليت

فعاليت

تمرين

● دو عدد نا مس��اوي را انتخاب كنيد. رابطه بين آن ها را با استفاده از علامت بزرگ تر 

يا كوچك تر نشان دهيد.
● به هر دو طرف نامساوات فوق عدد 5 را جمع كنيد، آيا در جهت نامساوات تغييري 

به ميان مي آيد؟
● از هر دو طرف نامس��اوات عدد 3  را تفريق كنيد، آيا در جهت نامساوات تغييري به 

ميان مي آيد؟ 
در حالت كلي نتيجة فعاليت فوق را طور زير می توان بيان كرد:

+ < +
− < −

a c b c
a c b c

a> باشد پس:               b c اگر b, و a براي همه اعداد حقيقي

● دو عدد نامس��اوی را انتخاب نموده و رابطه بين آن ها را با  استفاده از علامة نامساوی 

)<( نشان دهيد.
● هر دو طرف نامساوات فوق را در عدد 4 ضرب كنيد، آيا در جهت علامة نامساوات 

تغييري به وجود مي آيد؟
−4 ضرب كنيد، آيا در جهت نامس��اوي  ● هر دو طرف نامس��اوات ف��وق را در عدد 

تغييري به ميان مي آيد؟
4 اگر در هر دو طرف نا مساوي، اعداد را معكوس نماييم، آيا در  7< ● در نامساوات 

جهت علامة نامساوات تغييري به وجود مي آيد؟
در حالت كلي مشاهدات فعاليت فوق را مي توان طور زير بيان كرد:

c داريم كه اگر: b, و a براي همه اعداد حقيقي

به ياد داش��ته باش��يد كه عملية تقس��يم عكس عملية ضرب اس��ت، يعني اگر بخواهيم 
1 ضرب كنيم، بناءً 

a
a تقس��يم كنيم مثل آن است كه آن عدد را در  عددي را بر عدد 

همه خواص ضرب نامساوات ها براي عملية تقسيم نيز قابل تطبيق است.

با جمع، تفريق، ضرب و تقس��يم كردن يك عدد مثب��ت دل خواه و يك عدد منفی به 
3 خواص نامساوات را تحقيق كنيد. 9− < اطراف نامساوات 

0
0
1 10

< < ⇒ <
< < ⇒ >

< < ⇒ <

a b c ac bc
a b c ac bc

a b
b a

0
0
1 10

< < ⇒ <
< < ⇒ >

< < ⇒ <

a b c ac bc
a b c ac bc

a b
b a

،
،

c > 0 ACKU
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فعاليت

x≥4 را  x=4  و دو جملة الجبري
در نظر بگيريد.

چه ش��باهت و چه فرق��ي بين اين دو 
عبارت مي بينيد؟

حل نامساوات خطي

3 صدق مي كند؟ 7+ =x x معادلة  ● براي كدام قيمت عددي 
x   قيمت ديگري وجود دارد كه در معادله  ● آيا به غير از قيمت عددي دريافت ش��دة 

صدق كند؟
3 صدق مي كند؟ 7+ <x x نامساوات  ● براي كدام قيمت عددي 

x   قيمت ديگري وجود دارد كه به نامساوات  ● آيا غير از قيمت عددي دريافت ش��دة 

فوق صدق كند؟
x نامساوي فوق صحيح است؟ ● براي چند قيمت عددي 

از فعاليت فوق مشاهده مي شود كه نامس��اوات ها برخلاف مساوات ها داراي حل هاي 
زيادي اند.

≤, با هم ديگر مرتبط شده باشند  ≤ افاده های  الجبري كه توسط يكي از علايم >، < ،
و در آن متحول داراي توان يك باش��د، به نام نامس��اوات يك مجهولة درجه يك و يا 

نامساوات خطي ياد مي شود. 
نامساوات هاي زير نمونه هايي از نامساوات هاي درجه يك يا خطی مي باشند.

40

40

13 0 , 2 3
3

6 7 5 , 2 12
5

+ < − > −

+ ≤ + ≥

x x x

xx
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x كه در نامس��اوات صدق كند،  در حال��ت كل��ي براي پيدا كردن قيمت ه��اي عددی 
نامس��اوات را با استفاده از خواص نامس��اوات طوري تغيير مي دهيم كه در يك طرف 

نامساوات مجهول و در طرف ديگر آن يك عدد قرار گيرد.
هدف از حل نامساوات اين است كه براي متحول آن ساحه، قيمت هايي را دريابيم كه 
در آن ساحة نامساوات حقيقت داشته باشد كه اين ساحه را به نام ساحة حل نامساوات 

ياد مي كنند.
4 را حل كنيد و س��احة حل نامساوات را روی محور  7+ ≥ −x مثال 1 : نامس��اوي

اعداد نشان دهيد.
حل: با اضافه كردن عدد  4- به اطراف نامساوات داريم:

2 را حل كنيد. 1 5+ >x مثال 2 : نامساوات 

حل: با اس��تفاده از خواص نامساوات ها مي توانيم معلوم را در يك طرف و مجهول را 
به طرف ديگر نامساوات به شكل زير انتقال دهيم:

2 1 5+ >x
از اطراف نامساوات، عدد1 را تفريق مي كنيم: 

2 1 1 5 1+ − > −x
42 >x

1 ضرب مي كنيم:  1(2 ) 4
2 2
× > ×xاطراف نامساوات زير را به 2 تقسيم يا در

1 1(2 ) 4
2 2
× > ×x

2>x
يعن��ي براي تمام قيمت هاي بزرگ تر از 2 نامس��اوات فوق صدق مي كند. اين س��احة 

اعداد را روي محور اعداد طور زير نشان داده مي توانيم.

1 2 x > 20–1

x  ≥  –11 0–11

4 4 7 4
11

+ − ≥ − −
≥ −

x
x

1 2 x > 20–1

x  ≥  –11 0–11
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سـوال: فكر می كنيد كه چرا در مثال1، روی محور اعداد، عدد 11- با )●(مشخص 
( مشخص شده است؟ شده، ولی در مثال 2 ، روی محور اعداد عدد 2  با )

به علامت نامس��اوات كه برای مش��خص كردن ساحة حل نامس��اوات در اين دو مثال 
به كار رفته، توجه كنيد.

+ < +ax b cx d در حالت كلي عبارت الجبري       
x متحول باش��د، يك نامساوات درجه يك يا  d اعداد حقيقي و , و ,c b a كه در آن

خطي ناميده مي شود.
براي حل غير تساوی ها نكات زير را در نظر می گيريم:

● معلوم را به يك طرف و مجهول را به طرف ديگر نا مساوات با در نظر داشت خواص 
نامساوات ها انتقال مي دهيم.

● اعداد معلوم را بين خود و حدود مجهول را بين خود جمع الجبري مي كنيم.
● جهت يافتن قيمت هاي عددي متحول اطراف نامس��اوات را با در نظر داشت خواص 

نامساوات بر ضريب متحول تقسيم مي كنيم.

3 را حل كنيد.  1 5+ < −x x مثال 3  :  نامساوات 
حل:

مثال 4  :  نامساوات زير را حل كنيد. 
5 3 1
3 1 5

2 6
2 6
2 2

3

+ < −
− < − −

− < −
− −

>
− −

>

x x
x x

x
x

x

3 5 1
2 6

6
2
3

− < − −
< −

< −

< −

x x
x

x

x

1 2 30–1

1 2 3 40–1

1 2 3 40–1

x  <  –3 0–3

x   3
0 3

ba

ba

ba

ba

1 2 3 40–1

40

0 4

x  >  30 3
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تمرين
1- حل نامساوات هاي زير را به دست آورده، ساحة حل آن  را بالاي محور اعداد نشان 

دهيد.

2- در تقسيم 1325 بر 25  بايد بزرگ ترين عددی را پيدا كنيم كه اگر در 25 ضرب 
ش��ود از 1325 كوچك تر يا مساوی به آن شود. اين عبارت را با يك نامساوات نشان 

دهيد و خارج قسمت را پيدا كنيد.

3- به ش��ما گفته می ش��ود كه برای انجام يك فعاليت حداكثر 5 روز زمان داريد. اين 
عبارت را با يك نامساوات نشان دهيد.

1) 4 8
2)8 5
3)5 2 1
4) 3 4 7

3 25) 1
2 3

6) 0.5 3 1
7)2 1 2
8)2 5 7 0
9)5 6 0

≥
+ <
+ < −
− − > +

− > −

− < −
− ≤
− − >
+ >

x
x
x x
x x

x x

x x
x

x x
x

1) 4 8
2)8 5
3)5 2 1
4) 3 4 7

3 25) 1
2 3

6) 0.5 3 1
7)2 1 2
8)2 5 7 0
9)5 6 0

≥
+ <
+ < −
− − > +

− > −

− < −
− ≤
− − >
+ >

x
x
x x
x x

x x

x x
x

x x
x

 2x2)7 ≤−

 

)
)
)
)

)
)
)
)
)

i
h
g
f
e
d
c
b
a
 )b
 )c

 )d

 )e

 )f

 )g

 )h
 )i
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در حل يك نامس��اوات اع��داد زيادي 
را مي توان به دس��ت آورد كه حل آن 
نامس��اوات باش��ند. همة اين گونه اعداد 
حقيقي را در يك س��ت در نظر گرفته،  
آن را ست حل های نامساوات مي ناميم.

فاصله ها ) انتروال ها(

3 است. زيرا هر عدد بزرگ تر از 3  2 7− >x x<3 س��ت حل نامساوات  طور مثال 
3 صدق مي كند. اين ست حل ها را به زبان رياضي طور زير  2 7− >x در نامس��اوات 

{ : 3}∈ >x IR x نشان مي دهيم:                      
x بزرگ تر از 3 باشد. x های شامل اعداد حقيقي طوري كه  و می خوانيم كه: 

اين ست اعداد را هم چنين روي خط اعداد طور زير نشان می دهيم:

مش��اهده مي شود كه اين مجموعة اعداد در يك قسمت از محور اعداد شامل مي شود 
كه در رياضي آن را به نام فاصله )انتروال( معرفي مي كنيم.

در محور اعداد زير فاصلة مشخص شده شامل اعدادي است كه بزرگ تر يا مساوي از 
4 است. −1 و كوچك تر يا مساوي از 

} نشان مي دهيم.  : 1 4}∈ − ≤ ≤x IR x ] يا مجموعة  1,4]− اين فاصله را به ش��كل 
4 در فاصله شامل هستند. در حالتي كه نقاط انتهايي خود  −1 و  دقت كنيد كه اعداد 

شامل فاصله باشند، فاصله را فاصلة بسته می گويند.
4 را در بر نداش��ته باش��د، آن را به نام فاصلة باز ياد مي كنيم و  −1 و  اگر فاصلة نقاط 

طور زير آن را نمايش مي دهيم:

1 2 30–1

1 2 3 40–1

1 2 3 40–1

x  <  –3 0–3

x   3
0 3

1 2 30–1

1 2 3 40–1

1 2 3 40–1

x  <  –3 0–3

x   3
0 3

1 2 30–1

1 2 3 40–1

1 2 3 40–1

x  <  –3 0–3

x   3
0 3

( 1,4) { : 1 4}− = ∈ − < <x IR x

40

4 { x    x }IR :
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4 را در بر داشته باشد، آن را به نام فاصلة  اگر فاصلة فوق تنها يكي از نقاط انتهايي مثلًا 
نيمه باز )نيمه بسته( مي خوانيم و آن را طور زير نمايش مي دهيم:

b كه در آن a>b باشد داريم:  a و در حالت كلي براي هر دو عدد حقيقي
ba

ba

ba

ba

1 2 3 40–1

40

0 4

x  >  30 3

( 1,4] { : 1 4}− = ∈ − < ≤x IR x

[ , ] { : }= ∈ ≤ ≤a b x IR a x b ba

ba

ba

ba

1 2 3 40–1

40

0 4

x  >  30 3

      b a و  فاصلة بستة 
( , ) { : }= ∈ < <a b x IR a x b

ba

ba

ba

ba

1 2 3 40–1

40

0 4

x  >  30 3

         b a و  فاصلة باز 
( , ] { : }= ∈ < ≤a b x IR a x b

ba

ba

ba

ba

1 2 3 40–1

40

0 4

x  >  30 3

  b a و  فاصلة نيمه باز 
[ , ) { : }= ∈ ≤ <a b x IR a x b

ba

ba

ba

ba

1 2 3 40–1

40

0 4

x  >  30 3

b a و  فاصلة نيمه بسته 

ba

ba

ba

ba

1 2 3 40–1

40

0 4

x  >  30 3

{ : 4 } [4, )∈ ≤ = ∞x IR x

تمرين

1) [5,7] 2) (9, 3) 3) [ 2,8) 4) (6,1] 5) [2, )− − ∞

1) { :2 6} 2) { : 3 5}
3) { :0 4}

= ∈ < < = ∈ − ≤ ≤
= ∈ ≤ <

A x IR x B x IR x
C x IR x

توج��ه كنيد كه روي محور اعداد مي توانيم فاصله هاي��ی را در نظر بگيريم كه از يك 
∞ كه آن را بي نهايت  طرف محدود نباشد. در اين حالت فاصله را با استفاده از علامت 
4 را به صورت زير  مي خوانيم، نمايش مي دهيم. مثلًا ست اعداد بزرگ تر يا مساوي به 

نشان می دهيم:

4 عبارت اند از: و اعداد كوچك تر از 

a يك عدد حقيقي باشد داريم: در حالت كلي اگر
( , ) { : }∞ = ∈ <a x IR a x                      a اعداد حقيقي بزرگ تر از 
[ , ) { : }∞ = ∈ ≤a x IR a x         a اعداد حقيقي بزرگ تر يا مساوي از
( , ) { : }−∞ = ∈ <a x IR x a                  a اعداد حقيقي كوچك تر از
( , ] { : }−∞ = ∈ ≤a x IR x a    a اعداد حقيقي كوچك تريا مساوي از

1- انتروال هاي زير را به شكل ست بنويسيد و به روي خط اعداد نشان دهيد.

2- ست هاي زير را به شكل انتروال بنويسيد:
 

ba

ba

ba

ba

1 2 3 40–1

40

0 4

x  >  30 3

 )4,(}x4:IRx{ −∞=>∈
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فعاليت

در شكل مقابل براي كدام قيمت هاي
x و  =1 بالاي محور  −y x x خط 
x خط پايين  براي ك��دام قيمت هاي 

x است؟ محور 

تعيين اشـاره )علامه( بينوم 
درجه اول

2 چند حده است؟ 4−x ● افادة الجبري 
● اين افاده به كدام قيمت متحول x صفر است؟

● اين افاده به كدام قيمت های متحول x مثبت است؟
● اين افاده به كدام قيمت های متحول x منفي است؟

x
y =

 x 
– 1

y

x 2x < 2 x > 2
2x – 4 – +0

اراي��ة رياضيكی مطالب ف��وق را به طور خلاصه در يك جدول به صورت زير نش��ان 
می دهند:

2 مس��اوي صفر بوده،  2 در عدد  4−x در اين جدول به مش��اهده می رس��د كه بينوم 
2 بينوم داراي اشارة منفي در حالی كه برای  قيمت هاي  برای قيمت هاي كوچك تر از 

2 بينوم داراي اشارة مثبت است. بزرگ تر از 
را تعيين نماييد.

 
 
3

2
1)( +−= xxP

 
مثال  : اشارة بينوم

حل: اول قيمتی را كه بينوم در برابر آن صفر مي گردد، تعيين مي كنيم:
1 13 0 3 6
2 2

−
− + = ⇒ = − ⇒ =x x x

x
y =

 x –
 1

y
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تمرين

سپس قيمت هايي را كه بينوم در برابر آن ها مثبت مي شود به دست مي آوريم:
1 13 0 3 6
2 2

−
− + > ⇒ > − ⇒ <x x x

به همين ترتيب قيمت هايي كه در برابر آن بينوم منفي مي شود عبارت اند از:
1 13 0 3 6
2 2

−
− + < ⇒ < − ⇒ >x x x

نتايج به دست آمده را در جدول زير خلاصه مي كنيم:

12 به  , 7, 3 , 1= = = = −x x x x را براي قيمت هاي 
 

1 3
2

− +x سـوال: اشارة بينوم 
دست آورده و در گراف آن را شرح دهيد. درستی جواب را با جدول بالا مقايسه كنيد.

baxy  اول قيمتی را كه بينوم در آن مساوي  += در حالت كلي براي تعيين اشارة 
به صفر مي گردد، به دس��ت مي آوريم و جدول تعيين اش��ارة آن را طور زير تش��كيل 

a<0  باشد داريم كه: می دهيم؛ اگر

x

3

6

y

x x < – —b
a – —ba – — < xb

a
ax + b 0

x
1
2

6x < 6 x > 6
– —x + 3 0 –+ 3

1
2




P(x)        x

a>0  باشد داريم كه: اگر 

اشارة افاده هاي الجبري زير را تعيين كنيد.
31) 3 9 2) 7 2 3) 1
4
14) 0.5 10 5) 2 4 1 6) 3
2

− − −

+ − + − +

x x x

x x x x

 
2(0:
1(0:

<
>

a
a

 
2(0:
1(0:

<
>

a
a

x

3

6

y

x x < – —b
a – —ba – — < xb

a
ax + b 0

x
1
2

6x < 6 x > 6
– —x + 3 0 –+ 3

1
2




P(x)        x

-+  

x

3

6

y

x x < – —b
a – —ba – — < xb

a
ax + b 0

x
1
2

6x < 6 x > 6
– —x + 3 0 –+ 3

1
2




P(x)        x

+-
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فعاليت

 b
a برای اعداد حقيقی a و b كس��ر 

چ��ه وقت دارای علام��ة مثبت و چه 
وقت دارای علامة منفی است؟

تحليل تعيين اشارة افادة كسري

  در چه حالتي منفي مي شود؟
22
53)(P

−
+

=
x
xx ● افادة كسري 

، افادة كسري صفر است؟ x ● به كدام قيمت 
x ، قيمت 1 را قرار داد؟ چرا؟ ● آيا می توان در افادة  فوق به جای 

● با تعيين اش��ارة افاده هاي صورت و مخرج مي توانيم علامت افادة كس��ري فوق را از 
حاصل تقسيم اشاره هاي صورت و مخرج به دست آريم:

53 5 0
3
−

+ = ⇒ =x x

 علامت بينوم 
3
5−

>x 5 علامة بينوم صورت منفي  و براي 
3
−

<x مي دانيم كه براي 
صورت مثبت است.

2 را صفر مي س��ازد،  به دس��ت  2−x براي تعيين اش��ارة مخرج كس��ر ابتدا قيمتي كه 
2 2 0 1− = ⇒ =x x مي آريم.  

x<1 علامت بينوم مخرج  x>1 علامت بينوم مخرج منف��ي و براي  در نتيج��ه براي 
مثبت است.

= +—?
?

= –—?
?
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تمرين

در اين جا بايد توجه داش��ته باش��يم كه افادة كسري كه در آن قيمت مخرج كسر صفر 
مي شود تعريف  نشده است.

بحث فوق را در جدول تحليل و تعيين علامت به شكل زير خلاصه مي كنيم.

3 مثبت است و براي  5
2 2

+
−

x
x

x<1 اشارة افادة كسري  5 و 
3
−

<x بناءً براي قيمت هاي 
3 منفي است. 5

2 2
+
−

x
x

5 اشارة افادة كسري  1
3
−

< <x قيمت هاي 
5 افادة كسري صفر است.

3
−

=x براي 
x=1 افادة كسري تعريف نشده است. براي 

در حالت كلي براي تعيين اش��ارة يك افادة كسري ابتدا اشارة صورت و اشارة مخرج 
افادة كس��ري را تعيين مي كنيم، س��پس از حاصل تقسيم اش��اره هاي صورت و مخرج 

اشارة افادة كسري را به دست مي آوريم.

  را در يك جدول تعيين و تحليل كنيد.
x

xx 3)(P +−
= مثال: تغيير علامة افادة كسري

3 0 3
0

− + = ⇒ =
=
x x

x
حل:                                           

x < – —5
3 – — < x < 15

3 – —53 1 1 < xx

3x + 5

2x – 2

– + +
– – +

+ – +3x + 5
2x – 2

تعريف نشده

0

0

0

30x

–x + 3

x

+ + –
– + +

– + ––x + 3
x

تعريف نشده

0

0

0

x < – —5
3 – — < x < 15

3 – —53 1 1 < xx

3x + 5

2x – 2

– + +
– – +

+ – +3x + 5
2x – 2

تعريف نشده

0

0

0

30x

–x + 3

x

+ + –
– + +

– + ––x + 3
x

تعريف نشده

0

0

0

اشارة افاده هاي كسري زير را تعيين كنيد.
 
7
21)

1
)

5
1) +

++
+−

x
c

x
xb

x
xa
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فعاليت

 
x افادة كسري  براي كدام قيمت هاي 
مقابل مثبت و ب��راي كدام قيمت هاي 

، افادة كسری مقابل منفي است؟ x

نامساوی هاي كسري

2 را در نظر بگيريد. 0
4 2
−

>
+

x
x

نامساوات كسري 

● براي بر قراري نامسای فوق صورت و مخرج افادة كسري چه علامتي بايد داشته باشد؟
، صورت افادة كسري فوق مثبت است؟ x ● براي كدام قيمت های متحول 

، مخرج افادة كسري فوق مثبت است؟ x ● براي كدام قيمت های متحول
، صورت افادة كسري فوق منفي است؟ x ● براي كدام قيمت های متحول 

، مخرج افادة كسري فوق منفي است؟ x ● براي كدام قيمت های متحول
x نامساوی ● با توجه به نتايج به دست آمده از فعاليت فوق براي كدام قيمت های متحول

2 صحت است؟ 0
4 2
−

>
+

x
x

2 حالت هاي  0
4 2
−

>
+

x
x

در انجام فعاليت فوق مش��اهده گرديد كه براي حل نامساوی 
مختلفي را بايد در نظر گرفت. يكي ديگر از راه هاي به دس��ت آوردن س��ت حل هاي 
نامس��اوی كسري، تش��كيل جدول تعيين علامت اس��ت. به طور مثال براي يافتن ست 

2 طور زير عمل مي كنيم: 0
4 2
−

>
+

x
x

حل هاي نامساوی 
2 0 2

4 2 0 2
− = ⇒ =
+ = ⇒ = −

x x
x x

?

1


xy
x

y > 0
y < 0
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تمرين

2–2x
x – 2

4 + 2x
– – +
– + +
+ – +x – 2

4 + 2x
تعريف نشده

حل نامساواتحل نامساوات

0
0

0

) و  2)< −x ب��ا توجه به جدول تحليل و تعيين اش��اره ها ديده مي ش��ود كه ب��راي قيمت هاي 
) افادة كسري مثبت و براي قيمت هاي بزرگ تر از 2- و كوچك تر از 2 ،  2)>x قيمت هاي 
2 عبارتند از:                                       0

4 2
−

>
+

x
x

) منفي است، در نتيجه ست حل های نامساوی   2 2)− < <x
                   

را حل كنيد. 2 1
5 3

≥
+
x

x
مثال: نامساوات كسري 

حل: جهت به دس��ت آوردن س��ت حل 
نامس��اوات كس��ري ابتدا آن را به صورت 
يك افادة كس��ري كوچك تر يا بزرگ تر 

از صفر به اين گونة تغيير شكل می دهيم:

حال با تشكيل جدول تحليل و تعيين، علامت حل نا مساوی را به دست مي آوريم:
–1x

–3x – 3
5x + 3

+ – –
– – +
– + ––3x – 3

5x + 3
تعريف نشده

حل نامساوات

0
0

0

 – —35

بناءً با توجه به جدول فوق ست حل های نامساوات عبارت است از:

در حالت كلي براي دريافت حل نامساوی هاي كسري طور زير عمل می نماييم:
- اول نامساوی را طوري مي نويسيم كه كوچك تر يا بزرگ تر از صفر باشد.

- با استفاده از جدول تحليل و تعيين اشاره ست حل های نامساوی را به دست می آوريم.

3{ : 1 }
5
−

∈ − ≤ <x IR x

ست حل نامساوی هاي زير را به دست آريد.
9 6 7 10 7 21) 0 2) 0 3) 0 4) 3

2 4 7 6 2 3 3 2
x x x x
x x x x

− − + + −
< ≤ ≥ <

+ − − −

 
),2()2,(

}2x:IRx{}2x:IRx{
∞−−∞

>∈−<∈


  2x2وx                        يا                  يا<>−

3>

3 3 0 1
35 3 0

5

x x

x x

− − = ⇒ = −
−

+ = ⇒ =

2 21 1 0
5 3 5 3
2 (5 3) 3 30 0

5 3 5 3

x x
x x
x x x

x x

≥ ⇒ − ≥
+ +
− + − −

≥ ⇒ ≥
+ +
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فعاليت

خط مس��تقيم x-y =2، مس��توي كميات 
وضعيه را به دو ناحية بالا وپايين تقس��يم 

مي كند.
مختصات نقاط كدام ناحيه در نامساوی    

x-y > 2 صدق مي كند؟

نامساوات خطی دو متحوله

y با درج��ة يك وجود دارند يك  x و  −2 كه در آن دو متحول  <x y نامس��اوی 
نامساوی خطی دو متحوله خوانده می شود.

−2 صدق كند. <x y ) را طوری به دست آريد كه در نامساوی  , )x y ● جورة مرتب 

● آيا می توانيد جورة ديگری به دست آريد كه در نامساوی فوق صدق كند؟

● چه تعداد جوره های مرتب وجود دارند كه برای آن ها نامساوی فوق صدق مي كند.

در حالت های فوق می گوييم كه:
0b يك  ≠ 0a يا ≠ c اع��داد حقيقی و b, و a ax كه در آن by c+ < نامس��اوی

نامساوی خطی دو متحوله ناميده می شود.
ست حل اين نامساوات جوره های مرتب اعدادي اند كه در نامساوی صدق می كنند.

−2 را تعيين كنيد. <x y مثال 1  : ست حل نامساوی خطی دو متحوله 
 2− =x y حل: برای حل اين نامس��اوی ابتدا خط 
را در مس��توي كميات وضعيه رسم نماييد و ببينيد كه 
−2 مس��توی كمي��ات وضعيه  =x y خط مس��تقيم 
را ب��ه دو ناحيه تقس��يم می كند. جه��ت اين كه بدانيم 
جوره های مرتب كدام ناحيه در نامساوی فوق صدق 
می كند از ه��ر ناحيه يك جورة مرتب انتخاب نموده 

در نامساوات قرار می دهيم.  
(0,0) در  به طور مثال ديده می شود كه جورة مرتب 

نامساوی صدق می كند.

x

y –
 x 

= 2
y

x
x –

 y 
= 2

2

(2 , –2)

(0 , 0)

–2

y

x
x –

 y 
= 2

2

(2 , –2)

(0 , 0)

–2

y
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تمرين

0 0 2 0 2− < ⇒ <
,2) در نامساوی صدق نمی كند: 2)− ولی جورة مرتب 

2 ( 2) 2− − </
بنابراين نقاطي كه بالاي خط مستقيم قرار دارند، حل های نامساوی نيستند.

برای نمايش ست حل، آن طرف خط مستقيم را كه در نامساوي صدق نمي كند مخطط 
می كنيم.

سوال: چند نقطة ديگري بالا و پايين خط مستقيم انتخاب كرده و نتيجة فوق را تحقيق 
كنيد.

2 را به دست آريد. 3 6+ <x y مثال 2  : ست حل های نامساوی 
2 را در  3 6+ =x y حل: ابتدا خط مستقيم 
مس��توی كميات وضعيه رسم می كنيم. سپس 
س��احة حل را با وضع ك��ردن مختصات يك 
نقط��ة نيمه بالا يا يك نقط��ة پايين خط تعيين 
می كني��م. اگر نقطه ي��ی  از نيم��ة متذكره در 
نامساوات حقيقت داش��ت، همان طرف خط 

حل نامساوی است و بالعكس آن نيست.
(0,0) يعنی مبدأ كميات  مثلًا: جورة مرتب 

وضعيه را در نظر می گيريم:
2 3 6+ <x y                        

     
چون مختصات نقطة متذكره در نامساوات صدق می كند بناءً نقاطی كه در قسمت پايين 

خط قرار دارند ست حل نامساوات است.

x

2x + 3y = 6

y

2

3

2 (0) 3 (0) 6
0 6

× + × <
<

ست حل های نامساوی هاي زير را به دست آريد.
1) 3 2 5 2) 2 3 3) 0
4) 2 6 8 4 5) 0 6) 5 3 1

x x y y x x y
x y x y x y x y
− < + < + >
− ≥ + + < − < −
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آي��ا مي توانيد حدس بزنيد كه ش��كل 
مقابل، ساحة حل های كدام نامساوی ها 

را نشان مي دهد؟

كه در آن دو نامساوی خطی دو متحوله وجود دارد،  2
1 2

+ <
 − >

x y
y x

سيستم نامساوی 

يك سيستم نامساوی گفته می شود.
منظور از حل سيس��تم نامساوی يافتن آن جوره هاي مرتب است كه هم زمان در هر دو 

نامساوی صدق می كند.
2 طور زير عمل می كنيم:

1 2
+ <

 − >

x y
y x

به طور مثال برای حل سيستم 

ابتدا بعد از ترس��يم خطوط ست حل هر يك از نامساوی ها را در مستوی كميات وضعيه 
به دست می آوريم.

 Setناحيه يی كه مشتركاً مخطط شده است، در
حل هم زمان نامساوات ها قرار دارد، اين ناحيه 

حل سيستم نامساوی است.  
0x  باش��د  = 2yx  اگر  =+ ب��رای ترس��يم 

2x  می گردد. = 0y  باشد  = 2y  و  اگر  =

0x  باش��د  = x21y  اگر  =− برای مس��تقيم 
   می گردد.

2
1x −

= 0y  باشد = 1y  و اگر  =

برای حل سيستم نا مساوی خطی دو متحوله، طور زير عمل می كنيم:
ابتدا ست حل هر يك از نا مساوی های سيستم را در مستوی كميات وضعيه تعيين می كنيم.

ناحيه يی كه هم زمان جزء ست حل هر دو نامساوی باشد، حل سيستم است.

سيستم نامساوی های خطی دو متحوله

x

y

y –
 1 

= 
2 x x + y = 2

2

2

1

1

x

y

x

y

1

1
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تمرين

مثال: سيستم نامساوات زير را حل نماييد:

حل: ابتدا هر يك از خطوط نامساوی های فوق را رسم می كنيم، يعنی خطوط:
   3 4 12+ = −y x 2         و             0 , 2 3 6− = − = −y y x           

  0x = 6x3y2  اگر −=− برای ترسيم
     02y =− 3y  و برای ترسيم −= باشد 

2y  می گردد، = 0x  باشد  =  اگر
   12x4y3 −=+ و برای ترسيم مستقيم

0x,4y بوده با استفاده ازقيمت های  =−=  
فوق، آن را طور مقابل رسم می نماييم.

سپس ساحة حل هر يك از نامساوی ها را جدا جدا تحليل و تعيين مي نماييم.
س��ت حل سيستم نامس��اوی هاي داده شده در ش��كل، به صورت ناحيه يی كه مخطط 

نيست ملاحظه شده می تواند.

x

y

y = 2

2y
 – 

3x
 =

 –6

3y + 4x = –12

ست حل سيستم های زير را توسط گراف به دست آريد:
   

           3
3)

2
x
y
<

 >

2 3 9
2)

5 2 5
x y
x y
+ <

 − >

3
1)

2 4
x
x y
<

 + <

2 3 3
4)

5 2 9
x y
x y
− < −

 − >

4
6) 3

5 1

x y
x y
x y

+ <
 − <
 − >

 )5

 

1243
02

6.32

−>+
<−
−−

xy
y

xy 







  632 −>− xy
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, باهم مرتبط ش��ده باش��ند، به نام  , ,≥ > ≤ < ● ه��رگاه اعداد توس��ط يكی از علايم 

نامساوات ياد می شوند.

● اگر به اطراف يك نامس��اوی ي��ك عدد حقيقی را جمع و ي��ا تفريق نماييم، جهت 
نامساوی تغيير نمی كند.

● اگر اطراف يك نامس��اوی  را به عددی حقيقی مثبت خلاف صفر ضرب و يا تقسيم 
نماييم، جهت نامساوی  تغيير نمی كند.

● اگر اطرف يك نامس��اوی را ب��ه يك عدد حقيقی منفی ضرب و يا تقس��يم نماييم، 
جهت نامساوی  تغيير می كند.

[ , ] { : }= ∈ ≤ ≤a b x IR a x b انتروال بسته    
( , ) { : }= ∈ < <a b x IR a x b انتروال باز    
( , ] { : }= ∈ < ≤a b x IR a x b انتروال نيم باز     
[ , ) { : }= ∈ ≤ <a b x IR a x b انتروال نيم بسته                   

● برای تحليل و تعيين نمودن اش��ارة  يك افادة كس��ری اول اشارة صورت و مخرج را 
جداگانه تعيين می نماييم، بعداً حاصل تقسيم علامه  ها را به دست می آوريم. 

● برای حل سيستم نامساوی خطی دو متحوله طور زير عمل می كنيم.
ابتدا س��ت حل هر يك از نامس��اوی های سيس��تم را در مس��توی كميات وضعيه تعيين 
می كنيم. ناحيه يی كه هم زمان جزء ست حل هر دو نامساوات باشد، حل سيستم است.

نكات مهم فصل ششم
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● در س��والات زير برای هر س��وال چهار جواب داده ش��ده اس��ت. جواب صحيح را 

انتخاب كنيد.
1-كدام يك از نامساوی های زير صحيح است؟

هر سه درست اند.
53x است؟ ≤+ 2-كدام يك از ست های زير ست حل نامساوی 

) { : 2} ) { : 2 }
) { : 8} ) { : 2}

a x IR x b x IR x
c x IR x d x IR x

∈ ≤ ∈ ≤
∈ ≤ ∈ < −

       

13x2 است؟ −>+ 3-كدام يك از انتروال های زير حل نامساوات 
) [ 2, ) ) (2, ) ) (1, ) ) ( 2, )a b c d− ∞ ∞ ∞ − ∞         

0 باشد، كدام يك از رابطه های زير صحيح است؟  < <a b 4- اگر 
1 1 1 1) ) ) )a b c b a d
b a b a

− −
< < − < − c b, و a   جواب های 

3 است؟ 0
3
+

>
−

x
x

5-كدام يك از انتروال های زير ست حل 

) ( 3,3) ) ( ,3) ) ( 3, ) ) ( 3,3)− −∞ − ∞ −a b c d        

● جاهای خالی را با كلمات مناسب پر كنيد.

+>0  ست همة ......................... كه نامساوی را صدق كند به نام  bax 1- در نامساوی 
ست حل نامساوی فوق ياد می شود.

[4,5] را به نام انتروال ............................. ياد می كنند. 2- انتروال 
2 برای قيمت های .................................... منفی می گردد. 4+x 3- بينوم 

1 برای قيمت های ......................................... مثبت می گردد.
2

− +x 4- بينوم 
12 عبارت است از .............................. . 5

5
+ ≤ −x x 5- ست حل نامساوی 

تـمرينات فصل ششم

1 3 1 3) 2 ) 2 ) 9 16 5 )
2 6 3 2
+ ≤ − > + ≥a b c d
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● ك��دام يك از جمله های زير صحيح و كدام يك آن غلط اس��ت؟ در مقابل صحيح 

حرف  )ص( و در مقابل غلط حرف )غ( بگذاريد.
( ست حل های يك نامساوی دقيقاً يك عنصر دارد.   ( -1

} يك انتروال بسته است.  :2 5}∈ ≤ <x IR x ( ست   ( -2
( ست حل های سيستم نامساوی ها قسمتی از مستوی كميات وضعيه است.  ( -3

( ست حل های يك نامساوی خطی هميشه حل بی شمار دارد.  ( -4
1 است. 1

3 2
<
−

2 است می توان نتيجه گرفت كه  3− < ( از اين كه   ( -5

● سوالات زير را حل نماييد.

1- حل نامساوی زير را به دست آريد.

2- انتروال های زير را روی محور اعداد مشخص كنيد:

3- ست اعداد زير را به شكل انتروال بنويسيد و به روی محور اعداد نشان دهيد.
) [ 1,2] ) ( 2,1] ) [ 1,1) ) ( 2,2)a b c d− − − −

) { : 2} ) { : 5}
) { : 1 6} ) { : 4 2}

a x IR x b x IR x
c x IR x d x IR x

∈ ≤ ∈ ≤
∈ − ≤ ≤ ∈ − < <

2

5 8) 0
4 3

) 2 3(2 9)
) 9 0

3 4) 1 0

2) 1 3

x xa

b x x
c x

xd
x

e
x

− −
− <

− < −

− <
+

− <

− ≤

2

5 8) 0
4 3

) 2 3(2 9)
) 9 0

3 4) 1 0

2) 1 3

x xa

b x x
c x

xd
x

e
x

− −
− <

− < −

− <
+

− <

− ≤

 0)3)(3() <+− xxc
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4- حل سيستم های نامساوی زير را به دست آريد:

)
3 2

2 0
)

2 0

2
)

4 2

2 2 8
) 3 3 9

10 2 2

2
) 3

0

2
) 3

0

>
 <

− >
 − <

+ <
 − >

+ <
 − <
 − >

>
 > −
 + <

<
 < −
 + >

y x
a

y
x y

b
x y
x y

c
y x

x y
d x y

x y

y
e x

y x

y
f x

y x
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فعاليت

اگر يک اتاق توس��ط ي��ک قالين مربع 
شکل طوري فرش شود که طول اتاق به 
  m2 m3  و عرض آن به اندازۀ  ان��دازۀ 
از کن��ار قالين زياد باش��د، مانند ش��کل 
مقابل بگوييد که مس��احت اتاق مذکور 

چقدر است؟

معادلات یک مجهولة درجه دوم
Quadratic Equations

● افادۀ الجبري را تعريف کنيد.
● معادله را تعريف کنيد.

● يک معادلۀ يک مجهولۀ درجه اول را مثال دهيد.
● شکل عمومي معادلۀ يک مجهولۀ درجه يک را بنويسيد.

) حاصل ضرب قوس را به دست آريد؟ 2)( 3) 0− + =x x ● در معادلۀ 

4 مقايسه کنيد. 3 1+ = −x x ● درجۀ معادلۀ بالا را با درجۀ معادلۀ 

معادلاتی که يک مجهول داشته و درجۀ متحول آن مساوی به 2 باشد، به نام معادلات 
 20 , 0≠ + + =a ax bx c يک مجهولۀ درجه دوم ياد مي شوند، که شکل عمومي آن
x را مجهول در معادله می گويند. اگر  اعداد حقيقي و   c b, و  a بوده درحالی که 

c=0 باشد در اين صورت معادلۀ درجه دو را معادلۀ ناقص گويند. b=0 يا
مثال 1: يک تار به طول يک متر داريم مي خواهيم از آن يک مستطيل بسازيم، طوری 

2600cm باشد. طول و عرض اين مستطيل را چقدر انتخاب نماييم. که مساحت آن 
y به ناميم، محيط مستطيل را از رابطۀ  x و عرض آن را حل: اگر طول مستطيل را 

⋅=600  به دست مي آريم:  yx )2 و مساحت آن را از رابطۀ  ) 100+ =x y
 





=⋅
=+





⇒=⋅
⇒=+

II............600
I...........50

600
100)(2

yx
yx

yx
yx

 2+x

 3+x
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از معادلۀ I قيمت y را از جنس x به دست آورده، در معادلۀ II وضع می نماييم:

چون بزرگ ترين درجۀ x در افادۀ الجبری فوق مس��اوی به 2 اس��ت، لذا معادلۀ اخير 
معادل��ۀ درجه دوم بوده و براي دريافت نمودن حل های  آن روش های مختلف موجود 

است که آن را ذيلًا مطالعه می نماييم:
مثال  2  : عددی را به دست آريد که مربع آن به اندازۀ عدد شش از خود عدد زيادتر باشد.

x به ناميم، سؤال فوق را به شکل رياضي طور زير می نويسيم: حل: اگر عدد را 
2 6= +x x 2     يا      6 0− − =x x

براي حل اين گونه معادلات از روشی بايد استفاده کرد که از آن حل های معادله به 
دست آيد.

مثال  3  : در معادلات زير ضرايب b ، a و c را بنويسيد:

حل:

1- در معادلات زير معادلۀ درجه دوم کامل و ناقص درجۀ دوم را مشخص کنيد؟
2 2 2 2) 6 2 0 ) 5 3 1 ) 2 4 0 ) 3− + = − + − = − =a x x b x x c x x d x

b, و c را مشخص کنيد. a 2- در معادلات زير ضريب های
2 2 2 2) 6 4 2 ) 3 4 ) 4 6 4 )− = − = − − =a x x b x x c x x x d

 

60050

600)50(600
100)(2

2 =−




=−⇒=×
=+

xx

xxyx
yx  





=⋅
=+

600
100)(2

yx
yx

2x² – 4x + 1 = 0

3x – x² = 4

4x² – 1 = 0

7x² = 46

a 2

–1

4

7

–4

3

0

0

1

–4

–1

–49

b

c

d

جزء معادلات a ضريب b ضريب c ضريب

2 2 2

2 2 2

) 2 4 1 0 ) 3 4 ) 4 1 0
3 2) 7 49 ) 4 0 )
4 3

− + = − = − =

= − = − =

a x x b x x c x

d x e x f x x

2 2 2

2 2 2

) 2 4 1 0 ) 3 4 ) 4 1 0
3 2) 7 49 ) 4 0 )
4 3

− + = − = − =

= − = − =

a x x b x x c x

d x e x f x x2 2 2

2 2 2

) 2 4 1 0 ) 3 4 ) 4 1 0
3 2) 7 49 ) 4 0 )
4 3

− + = − = − =

= − = − =

a x x b x x c x

d x e x f x x

49
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پيدا   x برای  را  قيمتی  می توانيد  آيا 
نماييد تا ترازو به حال تعادل آيد؟

حل معادلات یک مجهوله درجة دوم

2 را به دست آريد. 4 3 1+ = −x x ● حل معادلۀ 

مقابل  جدول  در   x مختلف  قيمت های  برای  را  بالا  تساوی   ●

بررسی کنيد.

کردن  پيدا  که  دهيد  توضيح  فوق  سؤال  و  جدول  به  توجه  با   ●
حل های معادله يعنی چه؟

● جدول مقاب��ل را تکميل نم��وده، از روی آن حل های معادلۀ 

2 را به دست آريد. 4 3 0− + =x x

قيمت هايی که تساوی را در يک معادلۀ يک مجهولۀ درجه دوم بر قرار می کنند، حل 
معادلۀ درجه دوم می ناميم. 

از  بيش تر  12 واحد  به  مربع آن مساوي  مطلوب است دريافت عددي که  مثال  1  : 
خودش باشد؟

x به ناميم، بيان الجبري آن شکل زير را خواهد داشت. حل: هرگاه عدد مذکور را 
2 12= +x x

چگونه مي توان حدس زد تا از مساوات فوق، حل های آن را دريافت نماييم.

2x + 4 3x – 1x

x

–3
–2
0
5

x² – 4x + 3x
–3

–1
–2

0
1

2x + 4 3x – 1x

x

–3
–2

0
5

x² – 4x + 3x
–3

–1
–2

0
1

2x + 4 3x – 1x

x

–3
–2
0
5

x² – 4x + 3x
–3

–1
–2

0
1
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x=1 را در معادله قرار دهيم ديده مي شود که طرف راست عدد 13 و طرف  هرگاه 
چپ عدد 1 به  دست مي آيد.

x=2 در معادله مشاهده مي نماييم که طرف راست  با وضع نمودن يک قيمت ديگر 
مساوات عدد 14 و طرف چپ عدد 4 به دست می آيد.

x=3 مشاهده مي گردد که طرف راست عدد 15 و  با وضع نمودن قيمت بعدي مثلًا 
طرف چپ عدد 9 است.

x=4 مشاهده می نماييم که طرف راست عدد  بالاخره با وضع نمودن قيمت بعدي 
، تساوی عددی   4=x 16 و طرف چپ نيز عدد 16 است. به مشاهده رسيد که برای  

x=4 يک حل معادله مي باشد. 16  بر قرار گرديد، بنا بر اين  16=
خلاصۀ روش بالا را که برای دريافت حل معادله به کار 

برديم، مي توانيم در جدول مقابل خلاصه کنيم.
آيا مي توان طريقۀ عمومی حل يک معادلۀ درجه دوم را 

به دست آورد؟
مثال  2  : آيا مطلوب است عددي که حاصل جمع مربع 

آن با  عدد1 مساوي به صفر باشد؟
از:  است  عبارت  فوق  سوال  الجبري  افادۀ  به ناميم،   x را  مذکور  عدد  هرگاه  حل: 

2 1 0+ =x
براي  را  اعداد حدس خود  نمودن  با وضع  فوق  مانند روش 
حل معادله آغاز نموده پيش مي رويم، به اين منظور مانند بالا 

جدول رو به رو را در نظر مي گيريم.
از روي ج��دول مي بينيم که  ب��ا اين روش نمی توان تعادل 
x دريابيم  را بر قرار نمود، يعني نمي توانيم عددی را براي 
ک��ه براي آن هر دو طرف معادله با هم مس��اوي گردد. از 

طرف ديگر مس��تقيماً از معادله ديده مي ش��ود که هر گاه عددي را مربع نموده با يک 
جمع نماييم هيچ وقت مساوي به صفر نمي شود.

بنابر اين معادلۀ فوق حل ندارد.  

x² x + 12x
1
2
3
4

1
4
9
16

13
14
15
16

x x² –1
1 1 –1
2 4 –1
0 0 –1

–1 1 –1
–2
–3

4 –1
9 –1

x² x + 12x
1
2
3
4

1
4
9

16

13
14
15
16

x x² –1
1 1 –1
2 4 –1
0 0 –1

–1 1 –1
–2
–3

4 –1
9 –1

1- يک معادلۀ يک مجهولۀ درجه دوم را بنويسيد که حل نداشته باشد.

 2 2) 1 0 ) 0− = =a x b x 2- معادلات زير را حل کنيد.                                
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دوکت��وران تغيي��رات ط��ول قد يک 
ک��ودک را  در زمان ه��ای مختلف 
ب��ا گراف مقاب��ل بررس��ی می کنند، 
آيا ش��ما راجع به تغيير طول قد خود 
تان تاب��ه حال فک��ر کرده ايد که در 
زمان های مختلف چه اندازه داشت؟ 

روابط غیر خطی

x رابطه بين طول ضلع يک مربع و مساحت آن را در نظر بگيريد طول ضلع مربع را به 
y نشان می دهيم. و مساحت آن را به 

y را با يک معادله بنويسيد. x و  ● رابطه بين 

● جدول مقابل را تکميل کنيد.

مشخص  را  نقطه ها  فوق  مرتب  از جوره هاي  استفاده  با  قايم  مختصات  سيستم  در   ●

نموده با هم وصل نماييد.
● بخاطر دقت در ترسيم گراف قيمت های بسيار نزديک را به x داده جدول زير را تکميل 
نموده مانند بالا نقاط را در سيستم مختصات مشخص نموده، گراف آن را ترسيم کنيد؟

● به کمک جدول بالا جدول زير را در کتابچه های تان تکميل کنيد.

2xy را با دقت بيشتري ترسيم نماييد. = ● با استفاده از جداول فوق گراف معادلۀ 

x 1 2

4

3 4

25y 

x
y 

0 0.2

0.4

0.5 0.8 1

1

1.2 1.4 1.6 1.8

3.24
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4

2.2 2.4 2.6 2.8 3

9

x
y = x²

–3 –2.8 –2.6 –2.4 –2.2 –2 –1.8 –1.6 –1.4 –1.2 –1 –0.8 –0.5 –0.2

0

x 1 2

4

3 4

25y 

x
y 
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0.5 0.8 1
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x
y = x²
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از فعاليت فوق نتيجۀ زير را به دست مي آوريم:
y=2 خطي نيست. x نتیجه: در فعاليت فوق مشاهده نموديم که گراف معادلۀ

 را در سيستم مختصات قايم رسم و حل 
2

1
 =


= +

y x
y x

مثال: گراف سيستم معادلات 

x

y = x²

–5

25

–4

16

–3

9

–2

4

–1

1

0

0

1

1

2

4

3

9

4

16

5

25

x

y = x + 1

0

1

1

2

x
1.62

–0.62

y

x

y = x²

–5

25

–4

16

–3

9

–2

4

–1

1

0

0

1

1

2

4

3

9

4

16

5

25

x

y = x + 1

0

1

1

2

x
1.62

–0.62

y

مشترک آن ها را دريابيد.
به کار  معادلات  گراف هاي  ترسيم  براي  قبلًا  که  روش هايی  از  استفاده  با  حل: 
برديم، براي ترسيم گراف های معادلات فوق جدول هاي اعداد را جداگانه ترتيب و 
جفت مرتب ها را در سيستم مختصات مشخص نموده، گراف هاي معادله ها را رسم 

مي نماييم.

: 2=y x - براي 

: 1+= xy - براي 

از روی گراف قيمت های تقريبی حل مشترک مساوی است به:

1 21.62 , 0.62= = −x x

 را در يک سيستم مختصات ترسيم کنيد؟
2

2
 =


= −

y x
y x

1- گراف سيستم معادلات 

 را ترسيم کنيد؟
2

0
 =


=

y x
y

2- گراف سيستم معادلات 

x

y = x²

–5

25

–4

16

–3

9

–2

4

–1

1

0

0

1

1

2

4

3

9

4

16

5

25

x

y = x + 1

0

1

1

2

x
1.62

–0.62

y
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در شکل مقابل خط مستقيم با منحنی 
بوده  وضعيت ها  کدام  در  شده  داده 

می تواند؟

درجه  مجهولة  یک  معادلات  حل 
دوم با روش هندسي

2 بنويسيم؟ 6 7= −x x 2 را می توانيم به شکل 6 7 0− + =x x ● آيا معادلۀ

پس 2 6 7= = +y x x ● اگر هر طرف مساوات فوق را مساوی به y قرار دهيم، داريم که
. 6 7= +y x y=2 و  x

 را در سيستم مختصات رسم کنيد.
6 7

2 =


= −

y x
y x

● گراف سيستم معادلات 

● گراف های سيستم معادلات فوق يک ديگر خود را در چند نقطه قطع مي کنند؟

● حل سيستم معادلات و تقاطع گراف هاي آن ها با هم چه رابطه دارند؟

از فعاليت فوق نتيجۀ زير را به دست مي آوريم:
و يک   2=y x معادلۀ مساوات  ترکيب  به حيث  مي توانيم  را  دوم  درجه  معادلۀ  هر   ●

= بنويسيم. +y ax b معادلۀ خطي
● مختصۀ x نقطۀ تقاطع )در صورت موجوديت( سيستم معادلات عبارت از حل معادلۀ 

درجه دوم است.
دريافت حل معادله از طريق روش فوق به نام حل روش هندسي ياد مي گردد.

2 را به روش هندسی دريابيد. 2 3 0+ − =x x مثال  1  : حل معادلۀ 
2 را می توانيم به شکل زير بنويسيم و گراف آن را رسم  2 3 0+ − =x x حل: معادلۀ 

نماييم.
       

2
2 2 3

2 3
 =

= − + ⇒ 
= − +

y x
x x

y x

x

y
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از شکل به مشاهده می رسد  که خط مستقيم منحنی را در دو نقطۀ مختلف قطع نموده 
 2 1=x  ، 1 3= −x که فاصلۀ هر دو نقطه تقاطع حل معادلۀ درجه دوم می باشد، يعنی

2 را به روش گراف دريابيد. 2 1 0− + =x x مثال  2  : حل معادلۀ 
2 را رسم می نماييم. 1= −y x y=2 و خط مستقيم  x حل: گراف معادلۀ 

به مشاهده می رسد که خط مستقيم با منحنی در يک نقطه تماس دارد که قيمت x اين 
x=1 حل معادله می باشد. نقطه حل معادله می باشد. از گراف ديده می شود که 

2 را به روش هندسی دريابيد. 3 3 0+ + =x x مثال  3  : حل معادلۀ 
3 را رسم می نماييم. 3= − −y x y=2 و مستقيم  x حل: گراف معادلۀ 

به مشاهده می رسد که مستقيم منحنی را قطع نمی کند بناءً معادلۀ درجه دوم حل ندارد.
هرگاه مستقيم منحنی را در دو نقطه قطع نمايد، معادله دو حل دارد.

هرگاه مستقيم منحنی را در يک نقطه قطع نمايد، معادله يک حل دارد.
هرگاه مستقيم منحنی را قطع نه نمايد معادله حل ندارد.
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- حل معادلات زير را به طريقۀ گراف دريافت نماييد.
2 2 2) 2 2 0 ) 6 8 0 ) 5 7 0− + = − + = − + =a x x b x x c x
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حاصل ضرب دو عدد چه وقت صفر 
است؟

به  دوم  درجه  معادلات  حل 
طریقة تجزیه

×0 می شود؟ =a b ● اگر a و b دو عدد حقيقی باشند، چه وقت 
نظر گرفته، می توانيد بگوييد که حاصل  ) را در  1)(2 3)− +x x حاصل ضرب آيا   ●

ضرب مذکور چه وقت صفر است؟
) چه رابطه دارد؟ 1)(2 3) 0− + =x x 22 با حاصل ضرب  3 0+ − =x x ● معادلۀ 

با  نموده  دريافت  را   22 3 0+ + =x x معادلۀ  حل های  قبلي  روش  از  استفاده  با   ●

) مقايسه کنيد؟ 1)(2 3) 0− + =x x حل هاي معادلۀ 

از فعاليت فوق نتيجۀ زير را به دست مي آوريم:

نتیجه: اگر بتوانيم يک معادلۀ درجه دوم را به شکل حاصل ضرب دو افادۀ الجبري 
خطي بياوريم، در اين صورت حل معادله ساده بوده، به شکل زير عمل مي نماييم.

- از خواص اعداد مي دانيم حاصل ضرب دو عدد وقتی صفر است که حداقل يکي از 
اجزاي ضربي آن مساوي به صفر باشد، اين مسأله براي افاده هاي الجبري نيز درست 

است.
- هر يک از حل هاي افاده هاي الجبری خطی فوق که در مساوات با معادلۀ درجه دوم 

قرار دارد،  حل معادلۀ درجه دوم نيز می باشد.
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2 را به کمک تجزيه به دست آريد. 7 6 0− + =x x مثال  1  : حل هاي معادلۀ 
2 به فکتور ها داريم: 7 6− +x x حل: از تجزيۀ 

2 7 6 ( 1)( 6) 0− + = − − =x x x x
حاصل ضرب فوق زماني صفر است که حداقل يکی از فکتور ها صفر باشد و يا هر دو 

1

2

1) 1 0 1
2) 6 0 6

− = ⇒ =
− = ⇒ =

x x
x x

صفر باشد يعني:                       

2 می باشند. 7 6 0− + =x x پس 1 و 6 حل های معادلۀ 
22 را از طريق تجزيه دريافت نماييد. 5 3 0− − =x x مثال  2  : حل معادلۀ 

2x آن مساوي  حل: تا به حال تجزيه به فکتورهاي معادلات درجه دوم را که ضريب 
2x يک عدد اختياري باشد به شکل زير  به 1 بود آموخته ايم، اما براي اين که ضريب 
عمل نموده، آن را تغيير شکل می دهيم. ابتدا برای اين که ضريب x ، يک مربع کامل 

2x  ضرب می کنيم. شود دو طرف معادله را در ضريب

و براي حل معادلۀ A داريم:
1

2

11) 2 1 0
2

2) 3 0 3

+ = ⇒ = −

− = ⇒ =

x x

x x

معادلات زير را به طريق تجزيه حل کنيد.
2

2

2

2

1) 4 3 0
2) 2 0
3) 6 8 0
4) 3 11 4 0

+ + =

+ − =

− + =

+ − =

x x
x x
x x

x x

2

2 2

2 5 3
2 4 10 6 (2 ) 5(2 ) 6

2 (2 1)(2 6)
1 (2 1)(2 6)
2
(2 1)( 3)

= − −

= − − = − −
= + −

= + −

= + −

A x x
A x x x x

A x x

A x x

A x xACKU
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فعاليت

سعی کنيد با يک جا کردن اين قطعات 
يک مربع کامل بسازيد.

ح�ل مع�ادلات درج�ه دوم به 
طریقة تکمیل مربع

● طول ضلع مربع بزرگ چقدر است؟

● مساحت هر قسمت مستقل را روی شکل بنويسيد.

2 را در نظر بگيري��د و طوری آن را  6 40 0+ − =x x ● معادل��ۀ 

ترتيب کنيد که عدد ثابت يک طرف و حدود ش��امل متحول در 
طرف ديگر آن قرار گيرند. 

● افادۀ الجبری شامل متحول چه رابطه يی با مساحت قسمت خط خط شده دارد؟
x در معادلۀ درجه دوم   با ضريب  ضريب عددی مساحت مستطيل ها چه رابطه يی   ●

فوق دارد.
● مساحت مربع بزرگ چقدر است؟

● برای اين که افادۀ الجبری شامل متحول با مساحت مربع بزرگ برابر شود، چه عددی 
به دو طرف تساوی اضافه شود؟

● با استفاده از رابطۀ به دست آمده قيمت x )حل معادلۀ درجه دوم( را به دست آريد.

محمد بن موسی اين روش را برای حل معادلات درجه دوم پيدا نمود. با تأمين اين 
روش در حل معادلات درجه دوم به صورت عمومی از آن استفاده به عمل می آيد. 
2 در می آيد،  2( )+ =x p q 2 به شکل  0+ + =x bx c در اين روش معادلۀ درجه دوم 

که مراحل تجزيۀ آن عبارت است از:

c
a

b
a— > 0 , — > 0

c
a

b
a— > 0 , — < 0

c
a

b
a— < 0 , — > 0

c
a

b
a— < 0 , — < 0

c
a

b
a— ≤ 0 , — = 0

c
a

b
a— = 0 , — > 0

c
a

b
a— = 0 , — < 0

c
a

b
a— < 0 , — = 0

1

2

3

4

5

6

7

8

3x

3

x

حل هاشمارهحالتحل ها

دو حل مثبت

دو حل منفى

حل بزرگ مثبت
حل كو چك منفى

حل كو چك منفى
حل بزرگ مثبت

هر دو حل 0 است

يك حل مثبت و حل
ديگر صفر است

يك حل منفى و حل
ديگر صفر است

دو حل مساوى و 
مختلف العلامه

شمارهحالت
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a=1  باشد: در صورتي که 
 

2
=

bp ● ابتدا p را مساوی به نصف ضريب x قرار می دهيم، يعنی 
قرار می دهيم.

 
2 2( )

2
= − +

bq c ● سپس 

را حل می کنيم. + =x p q ● در قدم آخر معادلۀ 

2 را به طريقۀ تکميل مربع حل کنيد. 2 8 0+ − =x x مثال  1  : معادلۀ 
حل: ابتدا معادله را به شکل زير می نويسيم.

2 2 8+ =x x
نصف ضريب x را به دست آورده، مربع آن را به هر دو طرف معادله علاوه می نماييم: 

2

2

2 1 8 1
( 1) 9

1 3 3

+ + = +

+ =
+ = ⇒ =

x x
x

x x

همه معادلات درجه دوم را نمی توان به اين روش حل نمود زيرا که اين روش محتاج 
با اين روش نمی توان  تعبير هندسی است، چون از روش هندسی استفاده شده است 

آن عده حل های معادله را که جذر منفی دارند به دست آورد.

معادلات زير را به طريقۀ تکميل مربع حل نماييد.
2 2 25) 8 24 ) 0 ) 6 13 0

4
+ − − − = − − =a x x b x x c x x 0=

 4,2 −== xx
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مشاهده نموديم که معادله های درجه دوم يک مجهوله را در حالت عمومی به شکل 
2 می نويسيم که در آن b ، a و c اعداد حقيقی و a خلاف صفر  0+ + =ax bx c

می باشد، برای حل طور زير عمل می نماييم:
2 طرفين را به عدد خلاف صفر مانند a تقسيم کنيد. 0+ + =ax bx c ● برای معادلۀ 

2 0+ + =
b cx x
a a

● اعداد ثابت را به يک طرف معادله و اعداد مجهول را به طرف ديگر قرار داده، مربع 
نصف ضريب x را به طرفين جمع می نماييم:

2 2 2

2
2

2

( ) ( ) ( )
2 2

4( )
2 4

+ + = −

−
+ =

b b b cx x
a a a a
b b acx
a a ∆ نشان می دهيم. 2 را  4−b ac برای ساده نويسی 

فورمول محمد بن موسی

2 به سؤالات زير پاسخ دهيد. 0+ + =ax bx c برای هر معادلۀ درجه دوم به شکل 
2 باشد، حل های معادله کدام هااند؟ 4 0∆ = − =b ac 1- هرگاه 

2 ، حل های معادله کدام ها اند؟ 4 0∆ = − >b ac 2- هرگاه 
2 باشد؛ آيا معادله در ست اعداد حقيقي حل دارد؟ 4 0∆ = − <b ac 3- هرگاه 

از فعاليت فوق نتيجۀ زير به دست می آيد:

 c و   ,b a اعداد حالی که  در   2 0ax bx c+ + = دوم درجه  معادلۀ  هر  نتیجة1 :حل 
2 گرديده داريم که:   4b ac∆ = − 0a باشد ≠ حقيقی و

2 2

2

4
2 4
b b acx
a a

   
 

با تقسيم نمودن اطراف معادله 
    2x 02  ب��ه ضري��ب  =++ cbxax
بگوييد که مس��اوات مقابل درس��ت 

است يا خير؟

ACKU
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∆0 باشد معادله دو حل مختلف دارد که عبارت اند از: > 1- اگر 

1 2,
2 2

− + ∆ − − ∆
= =

b bx x
a a

∆0 باشد معادله دارای دو حل مساوی يا مضاعف بوده که قرار زير است: = 2-   اگر 

1 2 2
−

= =
bx x
a

               
∆0 باشد معادله جذر های حقيقی ندارد: < 3-  اگر 

نتیجة2 : حاصل جمع و حاصل ضرب حل ها:

از حاصل جمع و حاصل ضرب جذرها يک معادلۀ درجه دوم را می توان در تجزيۀ 
معادلات استفاده کرد.

2 را دريافت کنيد. 3 1 0− + =x x مثال  1  : حل های معادلۀ 
2 4 9 4 1 1 5∆ = − = − × × =b ac ∆  را پيدا می کنيم.     حل: در قدم اول قيمت 
∆0 است بناءً معادله دو حل مختلف العلامه دارد که عبارت اند از: > چون 

1 2
3 5 3 5,

2 2
+ −

= =x x

29 را در صورت موجوديت پيدا کنيد. 12 4 0− + =x x مثال  2  : حل های معادلۀ 
2 24 ( 12) (4 9 4) 144 144 0∆ = − = − − × × = − =b ac حل: داريم که:                       

∆0 است معادله دو حل مساوی دارد. = چون 
1 2

12 12 2
2 2 9 18 3

−
= = − = = − = −

×
bx x
a

25 را حل کنيد.  2 1 0+ + =x x مثال  3  : معادلۀ 
2 24 2 4 5 1 4 20 16∆ = − = − × × = − = −b ac ∆0 است، يعنی: < حل ندارد زيرا

24 حاصل ضرب و حاصل جمع جذرهای معادله  3 1 0− − =x x در معادلۀ  مثال  4  : 
را دريابيد.

معادلات زير را حل نماييد.
 060123)096) 22 =+−=++ xxcxxb2 2 2) 4 21 0 ) 3 0 ) 3 2 1 0+ − = − − = − − =a x x b x x c x x

1 2

2

1 2 2 2

2 2
4

2 2 4 4

− + ∆ − − ∆
+ = + = −

− + ∆ − − ∆ −∆
× = × = = =

b b bx x
a a a

b b b ac cx x
a a a a a

1 2 1 2
3 1,
4 4

−
+ = − = × = =

b cx x x x
a a
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2 است، طوری که 0+ + =ax bx c ● شکل عمومی هر معادلۀ درجه دوم عبارت از 

a≠0 باشد.

2 را به نام معادلات درجه دوم ناقص  0+ =ax bx 2 و  0+ =ax c ● معادلات شکل 

ياد می کنند.
2 است. 1, 0= − =

bx x
a

2 عبارت از  0+ =ax bx ● حل های معادلات 

● هر معادلۀ درجه دوم ازدو قسمت )خط مستقيم و يک منحنی( تشکيل گرديده است.

● اگر خط مستقيم، منحنی را در دو نقطه قطع نمايد معادله دو حل دارد.
● اگر خط مستقيم، به منحنی مماس باشد معادله دو حل مساوی دارد.

اگر خط مستقيم، با منحنی نقطۀ تقاطع نداشته باشد، معادله در Set اعداد حقيقی   ●
حل ندارد.

قوس ها  از  يکی  اقل  حد  که  است  صفر  به  مساوی  وقتی  قوس  دو  ضرب  حاصل   ●

مساوی به صفر باشد.
رابطۀ   از  جذرها  ضرب  حاصل  و   1 2+ = −

bx x
a

رابطۀ  از  حل ها  جمع  حاصل   ●

1 به دست می آيد. 2× =
cx x
a

1,2 به دست  2
− ± ∆

=
bx

a
 ● به صورت عمومی حل های هر  معادلۀ  درجه  دوم توسط  فورمول 

2 است. 4∆ = −b ac می آيد که 
∆0 باشد، معادله دو حل حقيقی دارد. > ● هرگاه 

∆0 باشد، معادله دو حل مساوی دارد. = ● هرگاه 

∆0 باشد، معادله در ست اعداد حقيقی حل ندارد. < ● هرگاه 

يا   2
1 2 1 2( ) 0− + + × =x x x x x x رابطۀ  از  دوم  درجه  معادلات  تشکيل  جهت   ●

1 استفاده می گردد. 2( )( ) 0− − =x x x x

نکات مهم فصل هفتم
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● در س��والات زير به هر س��ؤال چهار جواب داده ش��ده، جواب صحي��ح را انتخاب 

کنيد.
c عبارت از: b, و  a 24 ضرايب  3 1= −x x 1- در معادلۀ 

3 , 4 , 1= − = = +a b c ب(    3 , 4 , 1= = =a b c الف( 
د( هيچ کدام.     4 , 3 , 1= = = −a b c ج( 

23 عبارتند از: 8 5 0− + =x x 2- حل های معادلۀ 

1 2
5 , 1
3

= − =x x ب(      
1,

3
5

12 == xx الف( 
د( هيچ کدام. ج( الف و ب     

y=2 عبارت از: x 3- گراف معادلۀ 
ب( منحنی است. الف( خط مستقيم است.   

د( هيچ کدام. ج( الف و ب    
2 مساوی است؛ به: 10 16 0− + =x x 4- حاصل جمع جذرهای معادلۀ 

 1 2 5+ = −x x ب(     1 2 5+ =x x الف(
 1021 =+ xx د(      1 2 8+ =x x ج( 

∆0 باشد معادله: > 5- اگر 
ب( معادله دوحل حقيقی و مختلف دارد. الف( دو حل مساوی دارد.   

د( يک حل دارد. ج( حل ندارد.    

● جاهای خالی را پر کنيد.

1- شکل عمومی معادلات يک مجهولۀ درجه دوم .................................... است.
c حاصل ................................ است.

a
− حاصل ...................... و  b

a
 -2

3- اگر .............................. باشد معادلۀ درجه دوم حل ندارد.
4- اگر درجۀ يک معادله برابر دو باشد معادله ............................. دارد.

و   .................................. از  عبارت   2 0.25 0− + =x x معادلۀ  حل های   -5
........................ است.

تمرین فصل هفتم

 1=c
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● سوالات زير را بخوانيد به مقابل سوالات صحيح آن حرف )ص( و در مقابل سوالات 

غلط آن حرف )غ( بگذاريد.
2 باشد معادله در ست  اعداد حقيقی حل ندارد. 4 0− <b ac ( اگر   ( -1

1 است.  2, 2
− ± ∆

=
bx

a
( فورمول محمد بن موسی   ( -2

22 يک حل معادله صفر است.  4 0− =x x ( در معادلۀ   ( -3
  2

1 2 1 2( )− + + ×x x x x x x ( برای تشکيل معادلات درجه دو از رابطه های   ( -4
))((0  استفاده می گردد.  21 =−− xxxx و 

( هر گاه در يک معادله درجه دوم هيچ تحول علامه موجود نباشد؛ پس يک   ( -5
حل منفی دارد. 

● سوالات زير را حل کنيد.

c را نشان دهيد و بگوييد که کدام آن ها معادلۀ  b, و  a 1- در معادلات زير ضرايب 
کامل و کدام آن ها ناقص است:

2 2 2) 3 4 1 0 ) 3 1 0 ) 2 6 0− + = − = − =a x x b x c x x

2- حل های معادلات زير را بنويسيد:
2 2 2) 3 4 0 ) 4 32 0 ) 6 2 0+ − = + − = − − =a x x b x x c x x

3- معادلات زير را توسط روش تجزيه حل نماييد:
2 2

2 2 2

) 3 3 4 0 ) 4 32 0

) 2 3 3 0 ) 2 0

− − = + − =

− + = − + =

a x x b x x

c x d cx acx ca

4- حل های معادلات زير را توسط روش گراف به دست آريد:
2 2) 2 7 1 0 ) 2 1 0+ − = − + =a x x b x x

5- معادلات زير را توسط تکميل مربع حل کنيد:

2 2

2 2

6) 4 3 1 0 )
5 5

) 2 3 1 0 ) 3 0

+ − = + =

+ + = + =

xa x x b x

c x x d x x
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را  زير  معادلات  حل های  دوم،  درجه  معادلات  عمومی  فورمول  از  استفاده  با   -6
دريابيد:

2 2

2

) 7 8 1 0 ) 3 2 0
) 0.27 0.6 0

− + = − + =

− + =

a x x b x x
c t t

220cm باشد، طول و  7- اگر طول مستطيل دو برابر عرض آن باشد و مساحت آن 
عرض مستطيل را محاسبه کنيد.

2 باشد، کدام عدد طول وتر  1+a 2a و  8- اگر طول اضلاع يک مثلث قايم الزاويه 
خواهد بود؟ طول اضلاع آن را دريابيد.

عرض  و  طول  باشد   36m قايم  محيط  و   224m مستطيل  يک  مساحت  هرگاه   -9
مستطيل را دريابيد.

را  آن  معادلۀ  شده اند،  داده  زير  در  دوم،  درجه  معادلات  حله های  يا  جذرها   -10
بنويسيد.

) 2,0.5 ) 3, 1 ) 0,2 ) 2 1,2− − −a b c d

11- دو نفر بايس��کل س��وار از نقطۀ A يکی به سمت ش��رق و ديگری به سمت شمال 
17m اس��ت بايس��کل سواری که به  حرکت کردند. در لحظه يی که فاصله بين آن ها 
سمت شرق در حرکت بوده، 7متر بيش تر از بايسکل سوار دوم طی کرده است. معادلۀ 
الجبری که از روی آن مس��افۀ طی ش��دۀ هر يک از بايس��کل س��واران  را پيدا کرده 

می توانيم  بنويسيد.  
C

A B

x 17m

ACKU
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آیا ش��ما در صنف ت��ان فرد ق��د بلندی 
هستید؟ اگر به یک صنف نهم در کشور 

فلپین و یا اندونیزیا بروید چطور؟
کدام معیارها تعیین کننده است، که شما 
را در یک کش��ور قد بلند و در کش��ور 

دیگر قد کوتاه به حساب می آورند؟

 Data روش دسته بندی

تعداد خانواده هایی را که در چند قریه زنده گی می کردند ثبت کردیم، اطلاعات در 
مورد قریه ها به صورت زیر به دست آمده است:

43403835534542404952
56504146374439385551

می خواهیم این Data را در سه دسته قرار دهیم تا بفهمیم که کدام قریه پرجمعیت، با 
جمعیت متوسط و یاکم جمعیت  است؟

● آیا می توانیم یک یا چند تا از Data را حذف کنیم؟

● کم ترین و بیش ترین تعداد خانواده ها را پیدا کنید.

● وسعت بین کم ترین و بیش ترین Data چقدر است؟

● چرا این وسعت را باید به دست بیاوریم؟

● این وسعت را به تعداد دسته ها تقسیم کنید. فکر کنید این عدد چه چیزی را نشان 
می دهد؟

● جدول زیر را تکمیل کنید:

● گراف میله یی را رسم کنید.

00000035000
0000000000
000000000056

سرعتتعداد موترهامرکز دسته

35 - 41

f

42 - 48
49 - 56

تعداد خانواده هاتعداد قریه ها
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برای دسته بندی Data مراحل زیر را به ترتیب انجام دهید: 
- وسعت بیش ترین مقدار و کم ترین مقدار Data را به  دست آرید.

- این وسعت را بر تعداد دسته ها تقسیم کنید و طول دسته را به دست آرید. در صورتی 
که حاصل عددی طبیعی نباشد می توان آن را به بالا گرد )round up(کرد.

- دسته ها را با این مقدار تشکیل دهید.
مثال1: در جدول زیر تعداد مریضان 30 شفاخانه که به طورتصادفی انتخاب شده اند، 

آمده است.
163165161140157160152151152
149153146154174172170166164
177158146169170172165175172

168165160
این Data را در چهار دسته قرار دهید. 

- برای مقایسه ازدحام گراف میله را ترسیم و اوسط Data را دریافت کنید.
- اگر تعداد مریضان در یک شفاخانه بیش تر از 175 تن باشند، آن شفاخانه مزدحم یاد 

می گردد. چند شفاخانه مزدحم هستند. 
ح�ل: ابتدا ب��رای آن که مطمین ش��ویم، تمام Data در جدول جا داده می ش��وند و 

کم ترین و بیش ترین Data را پیدا می کنیم.
 Data کم ترین 140=
 Data بیش ترین 177=
Data وسعت = Data بیش ترین – Data 177 کم ترین 140 37= − =

 
ب��رای پی��دا کردن طول دس��ته ها، این وس��عت را بر تعداد دس��ته ها تقس��یم می کنیم.

25.9  به عنوان طول دس��ته اس��تفاده می کنند ول��ی معمولاً برای  از عدد 
 

 
25.9

4
37

=

آس��انی کار این عدد را به اولین عدد round up می کنیم، در این جا می توان از 10 
به عنوان طول دسته استفاده کرد.

 توجه داشته باشید اگر طول به دست آمده دسته  را به عدد round up نکنیم چون 
مجموع طول دسته ها از 37 کم تر می شود،  تعدادی از Data از جدول خارج می شوند 

و این کار درست نیست.

140 – 147

148 – 155

156 – 163

164 – 171

172 – 179

3

6

6

9

6

430.5143.5

151.5

159.5

167.5

175.5

909

957

1507.5

1053
n = 30

f · x

140 – 149

150 – 159

160 – 169

170 – 179

4

7

11

8
n = 30

144.5

154.5

164.5

174.5

4 × 144.5 = 575

7 × 154.5 = 1081.5

11 × 164.5 = 1809.5

8 × 174.5 = 1396

f · X

 150140 −

 160150 −

 170160 −

 180170 −

تعداد مریض هاfکثرت شفاخانه ها xوسط دسته
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از جملة 30 شفاخانه تنها یک شفاخانه مزدحم است.
بعضی اوقات به عوض تعداد دسته ها طول دسته برای ما مشخص است. در این حالت 
شروع    Data کم ترین  از  دسته ها،  طول  داشتن  با  دسته بندی  برای  دسته ها  تعداد 
برابر  با طول دستة فرض شده  را طوری می نویسیم که طول آن ها  می کنیم. دسته ها 

باشد و سپس جدول را کامل می کنیم.  
 Data ،مثال2: در مثال بالا اگر به عوض تعداد دسته ها، طول دسته ها را 8 فرض کنیم

 ها دسته بندی و  اوسط  را پیدا کنید.
حل:

از کم ترین مقدار یعنی 140 شروع می کنیم، چون طول دسته 8 است، فاصلة بین دو 
 8 خواهد بود.   148 8  باشد. یعنی سرحد پایین دستة دوم  باید  پایینی متوالی  سرحد 
تا 8 تا اضافه می کنیم تا آن جا که بیش ترین Data را در جدول جا به جا کنیم ادامه 

می دهیم.

4

7
8

11

O 140 150 160 170 180
تعداد مریض ها

تعداد شفاخانه ها

140 – 147

148 – 155

156 – 163

164 – 171

172 – 179

3

6

6

9

6

430.5143.5

151.5

159.5

167.5

175.5

909

957

1507.5
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تعداد مریض هاfکثرت شفاخانه هاxوسط دسته
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تمرين
نشان       مکتب  به  خانه  از  دقیقه  برحسب  را  شاگرد   20 رسیدن  زمان  زیر   Data  -1

می دهد:
33655010
2311548
32262637
1913717
22214329
● Data بالا را در هفت گروه دسته بندی کنید.

● کثرت هر دسته را پید اکنید.

● گراف میله یی را رسم کنید.

● اگر Data را در گروه هایی با طول دستة 10 قرار دهیم، جدول کثرت را تشکیل 
دهید.

2- یک مثال بیاورید که برای دسته بندی Data از طول دسته استفاده شود.
3- یک مثال بیاورید که برای دسته بندی Data از تعداد دسته ها استفاده شود.

ACKU
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فعاليت

اگ��ر از ش��ما بپرس��ند قدت��ان چقدر 
بلند اس��ت، چه جواب��ي مي دهید؟ آیا 
ع��دد دقیق��ی اس��ت ک��ه از روي متر 

مي خوانید؟

دسته بندي Data پیوسته

● اگر از شما بپرسند چند برادر دارید؟ چه مي گویید؟ آیا  گاهی مي توانید به جواب 
همچو سوالات یا سوالات عمومی تری ادعاکنید که تعداد برادران، هم صنفان تان و یا 

جوابات سوالات عمومی دیگری را دقیق تر بگویید؟
● متحول تصادفي شما چیست و از چه نوعي است؟

 156 156 سانتي متر است، آیا دقیقاً طول قد او  اگردوست تان بگوید طول قدش   ●
سانتي متر است؟

● اگر ابزار دقیق داشته باشید، آیا مي توانید طول قد او را دقیق بگویید؟
طول قد 15 نفر شاگرد پرسیده شده و در زیر آورده شده است:

136138151148153
139141141131142
146132139159152

جدول زیر را تکمیل کنید.

● فکر مي کنید چرا عدد 140 یک بار به عنوان سرحد بالاي دسته و یک بار به عنوان 
سرحد پایین دستة دیگری آورده شده است.

● اگر طول قد یکي از افراد 140 سانتي متر باشد، در کدام دسته فکر مي کنید قرار مي گیرد؟

165cm

f
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هرگاه متحول پیوسته یی داشته باشیم، در دسته بندي Data، سرحد بالایی یک دسته 
با سرحد پایینی یک دسته برابر می باشد؟ طبق قرار داد اگر Data برابر سرحد بالایی 

باشد، درکدام دسته قرار مي گیرد.
مثال: سرعت 25 نوع موتر در زیر احصائیه گیری شده است.

28484447383532
31545251364030
29293152423227

43374954

● جدول کثرت را پر کنید.

● اگر سرعت مجاز راننده گي در شهر 30 کیلومتر در ساعت باشد، چند موتر بیش تر 
از سرعت مجاز را ننده گي کرده اند؟

● حاصل جمع کثرت دسته ها و این عدد برابر چند است؟

پیوسته  متحول  براي  را  جدول  پس  است،  پیوسته  متحول  یک  سرعت،  چون  حل: 
ترتیب مي دهیم. عدد 30 در دستة دوم و عدد 40 در دستة سوم قرار مي گیرند. جمع 
که برابر تعداد Data )تعداد  4 9 7 5 25n = + + + = کثرت دسته ها برابر است با: 

موترها( مي باشد. و 21 موتر بیش تر از سرعت مجاز را ننده گی کرده اند.

تمرين
Data زیر را که ضریب هوش 34 شاگرد را در سال اول مکتب نشان مي دهد، در 

نظر بگیرید:

8810110810311111110810886
961071119611210510510391
1059095899211211210092

77901067710895111
با تشکیل یک جدول به 4 دسته، حاصل جمع کثرت دسته ها، مرکز دسته ها و اوسط 

Data را پیدا کنید.

20 – 30

30 – 40

40 – 50

50 – 66

4

f

9

7

5
n=25

سرعت تعداد

 6050 − ACKU
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فعاليت

مي دهد  انجام  خوبي  کار  اگرکسي 
پاداش آن چند برابر است؟

اوسط وزني
Weighted Mean

با  را در چهار بخش  امتحان کانکور  را ختم مي کنند،  شاگردانی که صنف دوازدهم 
ضرایب خاصي سپري می کنند که به اساس آن نمره ها به دانشکده های مختلف پوهنتون ها 

تقسیم مي شوند. فرض می کنیم نمره های دو شاگرد در امتحان کانکور قرار زیر است:

ریاضي با ضریب علوم طبیعي با ضریب علوم اجتماعي باضریب زبان و ادبیات با ضریب مضمون
4 3 2 3 ضریب
61 62 66 61 شاگرد اول
60 62 66 61 شاگرد دوم

                                  
                                                               
                                                                

● اوسط نمره های هر دو شاگرد را پیداکنید.
● نمرة کدام مضمون تأثیر بیش تري روي اوسط مي گذارد؟ چرا؟
● نمرة کدام مضمون تأثیر کم تري روي اوسط مي گذارد؟ چرا؟

● اگر به نمرة ریاضي شاگردان 5 نمره زیاد و به نمرة اجتماعیات شاگردان نیز 5 نمره 
زیاد شود، در کدام حالت قیمت تغییر اوسط بیش تر خواهد بود؟

اول دوم اولءء ACKU
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تمرين

اگر Data با ضریب خاصي بیان شده باشند، به این معناست که تأثیر Data یک سان 
نبوده، بسته گي  به ضریب آن دارد. در این حالت در جدول کثرت ضریب ها به عنوان 
کثرت آن Data به حساب آمده و با w نشان داده می شوند. اوسط به دست آمده در 

این حالت را اوسط وزني مي نامیم.

=اوسط وزنی 1 1 2 2

1 2

...
...

n n

n

w x w x w xx
w w w

+ + +
=

+ + +
 D،C ،B ،A مثال: در بعضی از پوهنتون ها نمره ها برحسب نمره هاي حروفي مانند
و F اعلان مي شود، در این پوهنتون ها A داراي قیمتB ،4 داراي قیمتC ،3 داراي 
قیمت D  ،2 داراي قیمت1 و F داراي قیمت صفر می باشد. محصلي نمره های زیر را 

کسب کرده است.

- اوسط نمره های این محصل چند است؟
حل:

12n تعداد کریدت =

9 = اوسط وزنی 12 4 9 4 38 3.16
12 12

x + + + +
= = =  

- اگر در یک امتحان کانکور نمره های یک شاگرد به ترتیب 53 , 61 , 65 , 70 
و  ضرایب آن به ترتیب1، 1 ، 2 ، 3 باشد، اوسط وزنی نمره های این شاگرد را 

حساب کنید.

B

A

C

B

A

3

3

2

3

1

3

4

2

3

4

3 × 3 = 9

4 × 3 = 12

2 × 2 = 4

3 × 3 = 9

4 ×1 = 4

W · Xنمره حروفي x= تعداد کریدت ها w= نمره عددي
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فعاليت

اگر طول یک مستطیل 25 سانتي متر، 
ع��رض آن 10 س��انتي متر و ط��ول 
مستطیل دیگر 23 سانتي متر و عرض 
آن 11 سانتي متر باشد، مساحت های 
این دو مستطیل را پیدا نموده و با هم 

مقایسه کنید.

گراف مستطیلي
Histogram 

اندازة قد  70 تن شاگرد یک مکتب در جدول زیر داده شده است.

● درگراف بالا قاعدة مستطیل ها چه چیزي را نشان مي دهد؟

● مساحت هر مستطیل را به دست آرید. مساحت مستطیل ها چه چیزي را نشان مي دهند؟

● طول مستطیل ها )ارتفاع( چه چیزي را نشان مي دهند؟

● گراف بالا با گراف میله یی چه تفاوتی دارد؟

بار دیگر اندازة قد 500 شاگرد یک مکتب را که در جدول زیر داده شده است در نظر مي گیریم:

25cm

10cm S1
23cm

11cm S2

S1 S2<
?

150 – 160

15f

160 – 165

20

165 – 170

25

170 – 180

10
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162 – 166

50
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200

170 – 174

175

174 – 178

50

 

 

 

f 
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قد به سانتی متر    
کثرت
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● با توجه به جدول مستطیلی، طول قاعدة مستطیل چه چیزي را نشان مي هد؟
● طول مستطیل چه چیزي را نشان مي دهد؟

● گراف بالا با گراف میله یي چه تفاوت دارد؟

در نمایش Data پیوس��ته، از گراف مستطیلي استفاده مي کنیم، در این گراف عرض 
مس��تطیل ها برابر طول دسته هاس��ت. در گراف مستطیلي، مس��احت های مستطیل نشان 
دهندة کثرت هر دسته بوده و بایک دیگر خوب تر مقایسه مي شوند. مساحت مستطیل ها 

کثرت دسته ها را نشان می دهند.
مستقیماً  را  کثرت  مساحت های  عوض  مي توان  باشند،  برابر  باهم  دسته ها  طول  اگر 

مقایسه نماییم. در این وضعیت محور عمودي کثرت را نشان مي دهد.
مثال: وزن شاگردان یک صنف توسط جدول زیر داده شده است:

گراف  ترسیم  از  قبل  نیستند.  مساوي  دسته ها  فاصلة  که  مي گردد  مشاهده  این جا  در 
دسته ها  تمام  به  مشترك  فاصلة  یک  به  نظر  مستطیل ها  ارتفاع  تا  کافیست  مستطیلي 
دریافت گردد. در این مثال 5kg مشترك است. اندازه تعداد فاصله ها و کثرت ها نظر 
به فاصلة مشترك تعیین می گردد. در این جا می توان تعداد فاصله های واحد ها را قرار 

زیر ارایه نمود:
براي دستة 45- 40  یک واحد
براي دستة 50- 45 یک واحد

براي دستة 60- 50 دو واحد
براي دستة 70- 60 دو واحد

براي دستة 90- 70  چهار واحد
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برای تعیین کثرت ها نظر به فاصلة واحد، تعداد شاگردان هر دسته را تقسیم فاصلة واحد 
مربوطه می کنیم و یا برای پیدا کردن طول عمودی مس��تطیل ها، کثرت هر دس��ته را بر 

طول دسته تقسیم می کنیم:

حال نظر به نتایج حاصل شده جدول زیر را ترتیب و گراف مستطیلي مثال داده شده 
را ترسیم مي کنیم.
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1- جدول زیر تعداد مریضان یک شفاخانه را که با تعداد روز هاي معین که در شفاخانه 
بستری شده اند، نشان می دهد.

- گراف مستطیلي جدول بالا را ترسیم کنید.

2-  50 ش��اگرد یک صنف در امتحان IQ پیمایش )ذکاوت( ش��رکت نمودند. نتایج 
به دست آمده به شرح زیراست:

12211711411213092118109113115
118116106111112124113108107127
114100103115124110118118107121
110116126121135104123116124104
1121171131071031021299813494

- جدول کثرت را براي Data تشکیل دهید. براي این جدول 7 گروه با طول دستة 
مساوي در نظربگیرید.

- گراف مستطیلي این Data را رسم کنید.
- چه نتیجه مي گیرید؟
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ش��کل مقابل مقطع افق��ی یک کنده 
چوب است. خطوطی را که در مقطع 

این چوب مي بینید چه شکلی دارند؟

گراف دايره يي

وزارت معارف افغانستان در سال 1378 ارقام زیر را در مورد تعداد شاگردان مکاتب 
به دست نشر سپرده است: تعداد شاگردان دورة ابتدایی 250000 ، تعداد شاگردان 

مکاتب دورة متوسط200000، تعداد شاگردان دورة ثانوي 150000، مي باشند.
● اگر کثرت نسبي هر داتا را به 360 درجه ضرب کنیم هر دوره چند درجه خواهد بود؟

● یک دایره رسم نموده زوایاي مرکزي را به اندازة اعداد به دست آمده جدا کنید. 
داخل هر زاویه نام دورة تحصیلي مربوط به آن را بنویسید .

● یک عنوان براي گراف انتخاب کنید و در زیر آن بنویسید.
● در گراف دایره یی چه چیزي با هم مقایسه مي شود؟

● اگر دایرة بزرگ تر یا کوچک تر رسم نمایید، در تفسیر گراف دایره یي شما تغییري 
ایجاد مي شود؟

از فعالیت بالا فهمیده شد که مي توانیم Data را توسط یک دایره نمایش دهیم، نشان 
دادن Data به کمک دایره را گراف دایره یی مي گویند.

درگراف دایره یي ابتدا نسبت کثرت هر دسته را بر تعداد کلData تقسیم و ضرب در 
360 که زاویة مرکزي همان دسته را نشان مي دهد، می نماییم. یعني: 

360× 

Data تعداد کل
Data کثرت برحسب درجه کثرت =
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مثال: موسسه یی به تعداد 200 نفر کارمند دارد که برحسب سویة تحصیلی به صورت 
زیر تقسیمات شده اند:

گراف دایره یي مربوط به این Data به صورت زیر است:

f

با در نظرداشت جدول زیر،گراف دایره یی تقسیمات خانواده ها را بر حسب جمعیت 
شان رسم کنید.

- گراف دایره یی براي چه نوع متحولي مناسب است؟
- اگر کثرت Data را دو برابر کنیم، آیا زاویة مرکزي تغییر می کند؟

5

5 5
200

—— × 360° = 9°

10
200

—— × 360° = 18°

100
200

—— × 360° = 180°

45
200

—— × 360° = 81°

40
200

—— × 360° = 72°

10

10

100

100

45

45

40

40

ماستر

لیسانس

دوازده پاس
دکتورا

چهارده پاس

5

5 5
200

—— × 360° = 9°
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200

—— × 360° = 18°

100
200

—— × 360° = 180°

45
200

—— × 360° = 81°

40
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دوازده پاس          چهارده پاس          لیسانس               ماستر                  داکتر               سویة تحصیلی

fتعداد کارمندان
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داکتر              
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لیسانس      

              چهارده پاس

                 دوازده پاس
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اگر از ش��ما بپرس��ند که به طور متوسط 
نمره هاي ش��ما چند اس��ت؟ از اوس��ط 
اس��تفاده مي کنید. اگر از ش��ما بپرس��ند 
نمره هایي ک��ه با بیش تری��ن دفعات در 
اطلاعنامة شما دیده مي شود چند است؟ 
مد را پیدا مي کنید. اگر از ش��ما بپرسند 
ش��ما در بین ش��اگردان خ��وب صنف 
قرار دارید یا در بین ش��اگردان ضعیف؟   

چطور به این سوال جواب مي دهید؟

می��ان�ه
Median

● فکر می کنید لغت »میانه« یعني چه؟
● اگر تعدادي Data داشته باشیم چطور مي توانیم مقدار وسطي را پیدا کنیم؟

● اگر تعداد Data تاق باشد، آیا مقدار وسطي در میانه Data و جود دارد؟
● اگر تعداد Data جفت باشند، آیا مقدار وسطي در میانه Data و جود دارد؟

● آیا می توانیم مقدار وسطی را بدون مرتب کردن Data به دست آریم؟

● اگ��ر مقدار Data جفت باش��د، حدس مي زنید چه مق��داري را مي توانید به عنوان 
مقدار وسطي انتخاب کنید؟

● Data زیر را در نظر بگیرید:

2  3  5  1  4
- مقدار وسطي را پیدا کنید. 

- تعداد Data بعد از مقدار وسطي با تعداد Data قبل از آن چه رابطه دارد؟
Data زیر را در نظر بگیرید:

2  3  5  1  4  5
قبل از آن   Data بعد از آن با تعداد  Data یک عدد وسطي پیدا کنید که تعداد -

برابر باشد.

?

2 6 9 3 4 10

2 3 4 6 9 10

4+6 =5
2

Data بع��د از آن با تعداد Data مق��داري را که تعداد Data پ��س از مرتب کردن
 قبل از آن برابر باش��د میانه مي گوییم. اگر تعداد Dataتاق باش��د، میانه خود یکي از 
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Data است، ولي اگر تعداد Data جفت باشد، میانه وسط دو Data مابینی است.
مثال 1: درآمد ما هانة 5 خانواده برحسب افغاني قرار زیر داده شده است:

10000      7000      4000      6000      3000
میانة این Data را حساب کنید.

حل: اول Data را مرتب مي کنیم.
3000       4000       6000      7000      10000

دیده مي ش��ود که عدد 6000 در وسط اعداد قرار دارد، بنابراین میانه Data بالا عدد 
6000 است.

مثال 2: میانة Data زیر را تعیین کنید:
2  6  9  3  4  10

حل: براي محاسبة میانه Data را مرتب مي کنیم.
2  3  4  6  9  10

مي بینیم که عددي در بین Data و جود ندارد که به خاصیت میانه صدق کند. بنابر 
4 را در نظر بگیرید، به خاصیت میانه صدق مي کند و این عدد  6 5

2
+

= آن اگر شما 
میانه Data بالا می باشد. می بینیم که تعداد Data بعد از 5 با تعداد Data قبل از 5  

برابر است.

1- دو گروه Data زیر را در نظر بگیرید: 
 100,     2 ,     0           و         3 ,     2 ,   1

میانة آن ها را دریافت کنید.
Data -2 زیر داده شده است: 

5     ,15     , 4     , 0     , 12      , 15     , 5     , 6     , 5     , 0
میانة این Data را حساب کنید.

3- اگ��ر به همه Data یک عدد ثابت جمع ش��ود، چه تأثی��ري در مقدار میانه حاصل 
مي شود؟ با یک مثال نشان دهید.

4- اگر Data را دو برابر کنیم چه تأثیري در مقدار میانه حاصل مي شود؟ با یک مثال 
نشان دهید.
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قد هم صنفي هاي خود را اندازه کنید. 
فرق بین بلند ترین قد و کوتاه ترین قد 
را حساب کنید. اگر  بخواهید بیش ترین 
فرق بین قد شاگردان را پیدا کنید، آیا 
لازم است قد شاگردان دیگر نیز اندازه 

گرفته شوند؟

ساحة تحول
Range

طول قد 10 نفر از شاگردان صنف هفتم و 10 نفر از شاگردان صنف دهم را که به 
طور تصادفی انتخاب شده بودند در زیر آورده شده است:

152 , 150, 149, 149, 148, 148, 148, 146, 145, 142 : شاگردان صنف هفتم
160 , 160, 160, 159, 158, 158, 156, 153, 151, 150  : شاگردان صنف دهم

● فرق بین بلند ترین قد و کوچک ترین قد را در هر دو گروپ پیدا کنید.
● آیا فرق بین اعداد هر دو گروپ یک سان است؟

Data در  بین بیش ترین و کم ترین  با داشتن فرق  باشیم،  Data را نداشته  هرگاه   ●

مورد هر دو گروپ آیا می توانیم این دو را با هم مقایسه کنیم؟
● آیا برابری ساحه تحول در دو گروپ به معنای یک سان بودن Data است؟

● با توجه به تعریف نمونه اگر این گروپ ها را به عنوان جامعه در نظر بگیریم زیاد 
بودن طول فاصله در نمونه، زیاد بودن طول فاصله در جامعه را نتیجه مي دهد.

از فعالیت بالا فهمیده مي شود که طول فاصله یي که متحول در آن امکان تغییر را دارد 
به نام س��احه تحول یاد مي کنند. این معیار، وس��عت بین بیشترین و کم ترین Data را 

نشان مي دهد.
متوجه باید بودکه بزرگي س��احة تحول نشان دهنده فرق یا پراگنده گي زیاد در جامعه 
اس��ت. هر اندازه این فرق کم تر باش��د پراگنده گي افراد کم تر اس��ت. افراد جامعه از 
لحاظ این خصوصیت به هم نزدیک تر اند اگر س��احة تحول صفر باش��د، خصوصیت 
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مورد بررس��ي همة افراد با هم برابر و یک س��ان  اند در آن حالت جامعه را یک جامعه 
متجانس مي نامیم.

مثال : نمرات امتحان چهار و نیم ماهه دوشاگرد قرار زیر داده شده است:
الف: 20 ,  21  , 25  , 32 , 33 , 35 , 36 , 37 , 38 , 39 
ب :   20 , 33  ,  34 ,  35 , 35 , 35 , 34 , 34 , 35 , 39

● ساحة تحول هر دو دسته را پیدا کنید.

● پراگنده گي Data گروپ اول کمتر است یا از گروپ دوم.
حل:  ساحة تحول هر دوگروپ یک اندازه است.

 39 – 20 =19
پراگنده گي Data گروپ دوم کمتراست در Data گروپ دوم اعداد 34 و 35 زیاد 

تکرار شده است فاصله کم است. اما پراگنده گي در گروپ اول زیاد است.
ساحة تحول فقط با کم ترین و بیش ترین مقدار کار می کند و هیچ اطلاعاتی در مورد 
Data بین آن ها به ما نمی دهد. پس با داشتن ساحة تحول نمی توان میزان پراگنده گی 

Data میانی را حدس زد.

Data -1 زیر را در نظر بگیرید:
1  ,  2  ,  5  ,  6  ,  6  ,  7  ,  8  ,  9  ,  10  ,  11  ,  15

● ساحة تحول این Data را در یافت کنید.

● اگر بیش ترین Data و کم ترین Data بالا را حذف کنیم ساحة تحول را پیدا کنید.
بیشتر  کدام  پراگنده گي  بگوییدکه  و  کنید  مقایسه  هم  با  را  تحول  دوساحه  این   ●

است؟
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اگر ی��ک نقطه  از عمق در یا 1.5 متر 
باش��د فکر مي کنید ک��ه در تمام نقاط 

عمق دریا یک سان است؟

اوسط انحراف
Average  Deviation

دریک امتحان صنفي پنج نفر شاگرد نمرات زیر را گرفته اند. 
20  18  16  14  12

● اوسط این نمرات را دریافت کنید.
● فرق اوسط از هر Data را پیدا کنید.

● حاصل جمع فرق اوسط از هر Data را بنویسید.

● آیا این اتفاق همیشه مي افتد؟ فکر می کنید چرا؟

● حاصل جمع قیمت مطلقه،  فرق اوسط از هر Data را پیدا کنید.

● قمیت هاي به دست آمده را با هم مقایسه کنید
● Data 5 دیگر خودتان مثال دهید و عملیات بالا را دوباره انجام دهید.

از فعالیت بالا فهمیده مي ش��ود: وس��عتی که  بین Data و اوس��ط موجود است آن را 
انحراف  از اوسط مي گویند.

Data همیشه صفر است. به این دلیل براي بررسي Data مجموع انحراف از اوس��ط
از قیمت مطلقه انحراف ها اس��تفاده مي کنیم. اگر قیمت مطلق همه انحراف ها را جمع 

نموده و تقسیم برتعداد Data نماییم اوسط انحراف گفته می شود.
اوسط انحراف توسط فرمول زیر حساب مي شود.

1 2 ... nx x x x x x

n

− + − + + −
اوسط انحراف =

   

1.5m

?
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Data است، دیده  تعداد   n Data و  x اوسط    ،Data  2 1,......, ,nx x x این جا  در 
اندازه پراگنده گي  به همان  باشد  انحراف اوسط عدد بزرگ تر  اندازه  مي شود که هر 

Data از اوسط بیشتراست.
مثال: نمرات 40 شاگرد در جدول زیر داده شده است:

اوسط انحراف نمرات بالا را پیدا کنید.
حل: ابتدا مقدار اوسط را به دست مي آوریم.

) ها برابر صفر مي شود. پس باید قمیت مطلقه  )f x x−  همان طور که می بینیم جمع 
آن با هم جمع شود.

انحراف هاي دو جمعیت A وB به صورت زیر داده شده است:
-3  -2  -1  0  0  2  4   : Aانحراف های جمعیت 
-4  -3  -2  0  0  1  8    :B انحراف های جمعیت

● اوسط انحراف جمعیت A و B را دریافت کنید.
● پراگنده گي کدام یک از جمعیت ها زیاد است؟

اوسط انحراف

اوسط انحراف

f · x

2

7

4

5

10

12

5

15

25

35

45

55

10

105

100

165

450

600

5 – 37.5 = –32.5 2 × (–32.5) = –65

7 × (–22.5) = –157.5

4 × (–12.5) = –50

5 × (–2.5) = –12.5

10 × 7.5 = 75

12 × 17.5 = 210

15 – 37.5 = –22.5

25 – 37.5 = –12.5

35 – 37.5 = –2.5

45 – 37.5 = 7.5

55 – 37.5= 17.5

n = 40 ———
1500

f(x – x)x – x

175

660

اوسط داتا ها   fکثرت
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● دسته، مجموع از Data  اند که داراي خصوصیات مشترك باشند براي دسته بندي 

Data مراحل زیر را باید در نظر گرفت:
.Data ساحة تحول: وسعت بین بیش ترین و کم ترین -

- طول دسته:  نسبت ساحة تحول بر تعداد دسته ها.
- کثرت دسته: تعداد Data که در هردسته قرار دارد.

- مرکز دسته: محاسبه وسط هر دسته.
سرحد  برابر  بعدي  دسته  بالاي  سرحد  باشند  پیوسته  متحول ها  اگر  بندي  دسته  در   ●

باشد آن  بالایی دسته  به سرحد  برابر   Data قبلي است. در صورتي که  پاییني دسته 
Data متعلق به دسته بعدي می باشد.

مجموع تعداد Data دسته ها برابر  به تعداد کل داده است.
 2 1,....., ,nw w w 2  به ترتیب داراي ضریب هاي  1,........, ,nx x x Data فرض کنید ●

باشد، این اطلاعات را مي توان در جدول زیر خلاصه کرد:

1X

1W

2X

2W

…

…
nX

nW

   

در این صورت اوسط Data بالا به صورت زیر محاسبه مي شود:
1 اوسط وزني  1 2 2

1 2

.....
.....

n n

n

w x w x w x
w w w

+ + +
=

+ + +

● هستو گرام یا گراف مستطیلي عبارت از گرافي است که در آن توزیع کثرت توسط 

مستطیل ها نشان داده مي شود. 
عرض مستطیل یا قاعده مستطیل برابر به طول دسته و طول مستطیل یا ارتفاع مستطیل 

برابر به کثرت دسته است.
در  مي باشد.  دسته  کثرت  و  دسته  طول  ضرب  حاصل  به  برابر  مستطیل  هر  مساحت 
گراف مستطیلي، مستطیل ها باهم پیوسته و از متحولین پیوسته براي نشان دادن گراف 

استفاده مي شود.

نكات مهم فصل هشتم

داتا ها
ضریب)وزن(
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● دایره یی را به شعاع اختیاري به وسیله زاویه مرکزي به n قسمت تقسیم مي کنیم به 

قسمي که اندازه زاویه مرکزي هر یک از این قسمت ها متناسب به کثرت آن قسمت 
باشد در این صورت زاویه مرکزي نظر به دسته اول عبارت است از:

  

● براي پیداکردن میانه در مرحله اول Data را منظم کنید و سپس:
- اگر تعداد Data تاق باشند میانة Data، Data مابیني است.

- اگر تعداد Data جفت باشند میانه وسط دو Data مابیني است.
● ساحه تحول عبارت از تفاوت کوچک ترین Data از بزرگ ترین Data در مجموع 

Data  مي باشد یا بعبارة دیگر ساحه تحول عبارت است طول فاصله است که متحول 
در آن ساحه تغییر می کند.

● تفاضل اوسط از هر Data را انحراف از اوسط گویند.
براي  را  آن  فرمول  و  هاست  انحراف  مطلقه  قیمت  اوسط  از  عبارت  انحراف  اوسط 

Data مربوطه مي توان به صورت زیر نوشت:
      

اوسط انحراف   
n

xxxxxx n −++−+−
=

...21

360× 

تعداد کل داتاها
کثرت داتاها

= کثرت برحسب درجه 
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تمرينات فصل هشتم

1- جدول زیر را تکمیل کنید.
دستهکثرتمرکز دستهکثرت تجمعی

127.5-10.5
1010.5-13.5
1513.5-16.5

● جدول بالا دسته بندی کدام Data رانشان می دهد؟ )پیوسته یا مجزا؟(
2- جدول زیر طول قد 100 جوان بیست ساله را نشان می دهد.

دستهکثرتمرکز دسته
15315149.5-156.5
16020156.5-163.5
16730163.5-170.5
17425170.5-177.5
18110177.5-184.5

● گراف مستطیلی آن را ترسیم کنید.
3- سرمایه به اندازه 200 میلیون افغانی به شهر های D،C،B،A و E  به کار انداخته شده 

طوری که:
 در شهر A برای 110 میلیون، در شهر B برای 32 میلیون، در شهر C برای 24 میلیون

E,20  میلیون معلومات داده شده را در  در شهر D برای 14 میلیون، در دیگر شهر های 
جدول زیر تکمیل وگراف دایره یی آن را ترسیم کنید.

سرمایه به درجه سرمایه به فیصدی تقسیم سرمایه به میلیون شهر ها
110 A
32 B
24 C
14 D
20 E

4- یک تعداد خانواده ها با تعداد اعضای آن درجدول زیر داده شده است.
8 15 12 18 خانواده
8 5 4 2 اعضاي خانواده
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●  مود)Mode( را دریافت کنید.
●   میانه را دریافت کنید.

●   اوسط را پیدا کنید.
●   ساحه تحول را محاسبه کنید.

5- اندازه قد شاگردان یک صنف توسط جدول زیر داده شده است:
اندازه قد 1.5-1.6 1.6-1.7 1.7-1.8 1.8-1.9 1.9-2

کثرت 5 16 9 4 1
دسته مد را مشخص کنید، طول دسته ها را حساب کنید، اوسط را دریافت کنید.

6- یک معلم براي محاسبه اوسط یک امتحان صنفی چنین عمل کرد:

اوسط امتحان  
25

15112511310397826341 ⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+⋅
=

●  تعداد شاگردان صنف چند است؟
●  چند نمره بین 8 و 13 قرار دارد)شمول 8 و 13(؟

●  اوسط عمومی چند است؟
نشان  نموده  مطالعه  ماه  یک  در  شاگردان  که  کتب  تعداد  زیر  میله یی  گراف  7-نمایش 

می دهد.
●  جدول احصاییوی ترتیب گردد.

●  اوسط کتاب های مطالعه شده در ماه چند  است؟

8- اگر ساحه تحول برابر صفر باشد در باره Data چه نتیجه می گیرید؟
9- اگر به Data یک مقدار ثابت علاوه کنیم ساحه تحول چگونه تغییر می کند؟

4 شاگرد در طول هفته به ورزش اختصاص داده اند در زیر آمده  تعداد ساعاتی که   -10
است:

1  5  7  9   
● اوسط انحرافData بالا را حساب کنید.

2

28 36 39

4

6

8

10

12

14

16

18

42
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فعاليت

متحداً در هر دو حلقه چند قطعه مرغ 
آبي را مي بينيد.

مرغ آبي به كدام حلقه تعلق دارد؟

اتحاد حوادث اتفاقي

S و حوادث  {1 , 2 ,3 , 4 , 5 , 6}= ● در تجربه انداختن يك دانه رمل فضاي نمونة 

C را در نظر مي گيريم. {1 ,2}= B و  {4 , 5 , 6}=  ، A {1 , 2 ,3 }= اتفاقي 
● حادثة اتفاقي A و حادثة اتفاقي C با هم چه رابطه دارند؟

B با هم چه فرق دارند؟ A A و  B ● حوادث اتفاقي 

A اتفاق افتاده است؟ B  ●   اگر حادثه A يا حادثه B اتفاق افتد، آيا گفته  مي توانيم كه حادثه 
نيفتاده است، حادثة  اتفاق  افتاده و حادثه دلخواه ديگري كه هيچ  اتفاق   A حادثه   ●

A و A با هم چه فرق  Ο/ /Ο ناميده مي شود، گفته مي توانيد كه حوادث ناممكن يا
دارند؟

از فعاليت بالا مي توانيم نتايج  زير را به صورت عمومي در يك فضاي نمونه S براي 
حوادث اتفاقي B ، A و C طور زير به دست آوريم:

نتيجه:
A باشد، در اين صورت: B⊆ ● هرگاه در يك فضاي نمونه S طوريكه حوادث اتفاقي

A B B=

A و  B ● در يك فضاي نمونه S ، هرگاه A و B حوادث اتفاقي باشند، حوادث 

از هم فرق ندارند، يعني: B A

A B B A= 
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تمرين

B اتفاق افتد، پس حادثة اتفاقي  A يا  S، يك حادثة  ● هرگاه در يك فضاي نمونه 

A نيز اتفاق افتاده و علاوتاً صورت مي گيرد: B

A A B B A B⊆ ⊆ 

● حادثة A  در فضاي نمونه S اتفاق افتاده و يك حادثة ديگري كه هيچ وقت اتفاق 

/Ο، به معني اين است كه تنها حادثة A اتفاق افتاده است:  نمي افتد يعني
A AΟ =/

افتاده  اتفاق   B يا   A حادثة  كه حد اقل  است  اين  معناي  به   A B اتفاقي  حادثة   ●

است.
مثال:

هرگاه يك حادثة اتفاقي C  دو حادثة اتفاقي مختلف A و B را در برداشته باشند، در 
A را نيز در بردارد، با مثال واضح سازيد. B اين صورت حادثه اتفاقي 

نظر  در  را   C {1 , 2 , 3 , 4}= و   B {2 , 3}=  ،  A {1 , 2}= حوادث  حل: 
B مي باشند پس: C⊆ A و  C⊆ مي گيريم. ديده مي شود كه 

B A A B {1 , 2 , 3} A B C= = ⇒ ⊆  

1- براي حوادث اتفاقي  B ،A و C از يك فضاي نمونه S، توسط يك مثال صحت 
روابط زير را بررسي كنيد:

a( A AΟ =/  
b( A A A=  
c( (A B) C A (B C)=     

A می باشد. B B= A باشد با يك مثال نشان دهيد كه  B⊆ 2- اگر 
A با هم مساوي باشند، توسط گراف نشان دهيد  B 3- هرگاه حوادث اتفاقي A و 

كه حادثة اتفاقي  A، حادثة اتفاقی B را در بر دارد.

و
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فعاليت

از تقاطع رنگ هاي اصلی نور كدام 
رنگ هاي ديگر به وجود می آيد؟

تقاطع حوادث اتفاقي

S و حوادث اتفاقي  {1 , 2 ,3 , 4 , 5 , 6}= ● فضاي نمونه انداختن يك دانه رمل 

C را در نظر مي گيريم. {1 ,3, 5}= B   و  {4 , 6}=  ، A {2 , 4 ,6 }=
AB  با هم چه رابطه دارند؟  U BA  و   U ● حوادث اتفاقي 

BA  شده می تواند يا خير؟  U ● آيا حوادث A  و B در برگيرنده حادثة اتفاقي 

BC  يك حادثة غير ممكن است.  U ● نشان دهيد كه حادثة اتفاقي 
با هم  BA  را   U A و  اتفاقي  باشد، حوادث   A B در برگيرنده حادثة  اگر حادثة   ●

مقايسه كنيد.
از فعاليت بالا مي توانيم نتايج زير را به صورت عمومي بيان نماييم.

نتيجه:
در يك فضاي نمونه S، براي حوادث اتفاقي B ، A و C داريم:

AB  حوادث يك سان اند.  U و  BA  U ● حوادث اتفاقي 

BA  را در بر دارد.  U ● هر يك از حوادث اتفاقي A و B حادثة اتفاقي 

 باشد، در اين صورت حادثه هاي 
 φ=BA  U ، B و A اگر براي حوادث غير خالي ●

A  و B از هم جدا ناميده مي شوند.
φφ ● براي حادثة A  داريم: == A,ASA  U  U

   
A مي باشد. B A= ● هرگاه حادثة B حادثة A را در بر داشته باشد، پس
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مثال:
در تيم فتبال مكتب، 3 تن از اعضاي تيم همچنان اعضاي تيم واليبال مكتب نيز مي باشند. 

تيم  اعضاي  و    A به  را  فتبال  تيم  اعضاي  هرگاه 
واليبال را به B و اعضاي مشترك هردو تيم را به 
C نشان دهيم، در اين صورت رابطة بين ست ها را 

به تيوري ست بنويسيد.
A B C=

يا  ، تمام اعضاي تيم واليبال شامل هستند  B B يعني آيا مي دانيد كه در مكملة ست 
خير؟

از  تن   3 نمي باشند. چون  فتبال  تيم  اعضاي  تمام شاگرداني شامل اند كه   B در ست
شاگردان كه اعضاي تيم واليبال در عين حال اعضاي تيم فتبال اند، بنا بر اين سه عنصرنيز 

B ناقص است. B شامل نمي باشند، بنابراين تيم واليبال با در نظر داشت ست  در 

BA  را توس��ط يك دياگرام برای ح��الات مختلف A و B  كه  1- حادث��ة اتفاقي
حادثة C  آن را در بر دارد نشان داده، توضيح نماييد.

2- ب��ا ي��ك مثال برای B ، A و C كه در آن C  در بر گيرندةA و B اس��ت، نش��ان 
دهيد كه:

   

BABAb

BABAa





=

=

)()

)()       
   

 3- حوادث زير را به بيان بنويسيد.
 

BAc

BAb

BAa







)

)

)             
         

A

A

S فضاى نمونه

A

S

B

C

A B ست اعضاى تيم فتبال

تنها اعضاى
تيم فتبال

هم اعضاى تيم واليبال و هم اعضاى تيم فتبال

ست اعضاى تيم واليبال

تنها اعضاى
تيم واليبال
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فعاليت
اتفاقي  حادثة  و   S {1 , 2 ,3 , 4 , 5 , 6}= رمل دانه  يك  انداختن  نمونة  فضاي   ●

A را در نظر مي گيريم. {1 , 3 ,5 }=
A كدام حادثة اتفاقي شده مي تواند؟ ● مكمله حادثة اتفاقي A يعني 

A نباشد. ● يك حادثة اتفاقي را دريافت نماييد كه شامل A باشد اما شامل 
● آيا مي توانيد حادثه يي را از فضاي نمونه S دريافت نماييد كه هم زمان نه شامل A و 

A باشد؟ نه شامل
A  با حادثة مطمئن-ممكن چه رابطه يی دارد؟ ● اتحاد حوادث اتفاقي A و 

A  با حادثة ناممكن چه رابطه يی دارد؟ ● تقاطع حوادث A و 

ست كلي و مكمله

از فعاليت بالا نتيجة زير را به دست مي آوريم:
نتيجه:

هرگاه S يك فضاي نمونه و A يك حادثة اتفاقي آن باشد:
حادثة اتفاقي است كه هم زمان با آن حادثة A اتفاق نمي افتد. A ●

● براي هر حادثة اتفاقي A صورت مي گيرد:
A A S=       )a

P(A A) P(S) 1= =      )b
P(A) 1 P(A)= −       )c

A

A

S فضاى نمونه

A

S

B

C

A B ست اعضاى تيم فتبال

تنها اعضاى
تيم فتبال

هم اعضاى تيم واليبال و هم اعضاى تيم فتبال

ست اعضاى تيم واليبال

تنها اعضاى
تيم واليبال

اگر S ولايات افغانستان و A ولايات 
س��مت ش��مال و B باق��ی ولاي��ات 
  BS − AS  و  − افغانس��تان باش��د 

كدام ولايات را نشان می دهند؟
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مثال:
بر  را در   B اتفاقي  A ، حادثة  اتفاقي  S در حالی كه حادثة  نمونه  اگر در يك فضاي 
A را  ، حادثة اتفاقي B داشته باشد، به صورت گرافيكي نشان دهيد كه حادثة اتفاقي

در بر دارد.
B ) را كه توسط نواحی خط خط شده  A و  B بوده، هرگاه ما در شكل  A⊆ چون 
عمودی و افقی مشخص شده اند( را تشكيل دهيم، قرار شكل زير به وضاحت ديده 

A B⊆ مي شود كه: 

1- توسط يك مثال و گراف براي يك فضاي نمونة S  حوادث اتفاقي A و B نشان 
دهيد كه:

a(        (A B) A B=   
b(        S = Ο/  
c(        S = Ο/  

2- در ي��ك فض��اي نمونة S و حوادث اتفاقي A و B حوادث اتفاقي زير را به عبارت 
بنويسيد:

a(      A B  
b(      (A B)  

B

A
S A A

B

S

B
B خط خط افقي    A خط خط عمودی
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هندسی  يا  جبری  قوانين  از  كنون  تا 
در حل مسايل زنده گی خود استفاده 

نموديم.
آيا تا هنوز فكر كرده ايد كه از ست ها 
می توانيد  خود  مسايل  حل  برای  نيز 

استفاده كنيد؟

مدل سازي با ست ها

از 23 نفر شاگرد يك صنف، در مورد داشتن برادر و يا خواهر احصائيه جمع نموديم 
كه در دياگرام زير نوشته شده است.

 A به  تمام شاگردان خواهردار   در شكل، ست 
و ست تمام شاگردان برادر دار  به B نشان داده 

شده است.
زير  فعاليت  سؤالات  به  گرفته  نظر  در  را  شكل 

پاسخ دريافت كنيد.
● چند نفر خواهر دارند؟

● چند نفر برادر دارند؟

● چند نفر هم خواهر و هم برادر دارند؟

● چند نفر نه خواهر و نه برادر دارند؟

● چگونه اين مسأله را مي توان به زبان رياضي نوشت؟

● تمام كساني كه خواهر ندارند چند نفر اند؟
ديده مي شود كه گراف فوق مي تواند به تمام سؤالات فوق و امثال آن به خوبي جواب دهد.

 بنابراين از فعاليت بالا نتيجة زير را به دست مي آوريم:

?

{2,4,6,8}A  {1,3,5,7}B 

A B

C

S

AB

S
فنص نادرگاش مامت تس
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نتيجه: ديده مي شود كه با دانش تيوري ست مي توان حل شماری مسايل را كه در 
زنده گي روزمره به آن بر مي خوريم دريافت نموده و آن ها را ارزيابي نماييم.

تطبيق تيوري ست در احتمالات و يا به عبارة ديگر حل مسايل وقوع حوادث اتفاقي و 
ارايه آن توسط تيوري ست نيز يك ساحة ديگر با اهميت تطبيق تيوري ست به شمار 

مي رود.
مثال:

فضاي نمونة S و حوادث اتفاقي B ، A و C را كه قرار دياگرام زير داده شده اند در 
نظر بگيريد. مطلوب است.

a( احتمال اين كه حادثة A يا B اتفاق افتد.
b( احتمال اين كه حادثه A اتفاق افتد.
c( احتمال اين كه حادثة C اتفاق نيفتد.

حل:
A بوده و چون حوادث جدا از هم اند  B a( احتمال A يا B در حقيقت احتمال 

A است بنابراين: B = Ο/ يعني 
P(A B) P(A) P(B)= +

A است كه حادثة  b( احتمال اين كه حادثة A اتفاق افتد عبارت از حادثه مكملة  
A اتفاق نه افتاده است، به عبارت ديگر حادثه يي است كه حادثة C يا B اتفاق نيفتد، 

P(A) است؛ بنابراين: 1 P(A)= − P(A) چون  P(C B)=  پس: 
P(A) 1 (P(C B)) 1 P(C) P(B)= − = − −

c( احتمال اين كه حادثة C اتفاق نيفتد، برابر با احتمال حادثه يي است كه حادثة A يا 
A بوده بنابراين داريم كه: B B اتفاق مي افتد و اين عبارت از حادثة 

P(C) P(A B) P(A) P(B)= = +

1- مثالي كه در فعاليت از آن استفاده شده در نظر بگيريد:
a( مطلوب است احتمال آن كه از بين صنف يك شاگرد به صورت تصادفي انتخاب 

گردد و خواهر و برادر نداشته باشد.
b( احتمال انتخاب يك شاگرد را كه به صورت تصادفي يا اتفاقی انتخاب مي گردد، 

دريافت كنيد كه حداقل خواهر و يا برادر داشته باشد.

A B

C

S

AB

S
فنص نادرگاش مامت تس

ACKU



231

فعاليت

از دو صن��ف A  و B ، س��ه نف��ر به  تيم 
پهلواني انتخاب شده اند.

اعض��ای تي��م A و B ب��ه چند ش��كل 
می توانند با هم كُشتی بگيريد؟

اصل شمارش

دو عدد پتلون به رنگ هاي س��ياه و سرمه يي را با س��ه عدد پيراهن به رنگ هاي سفيد، 
آبي  و فولادي در نظر بگيريد:

● به چند شكل مي توانيم آن ها را با هم بپوشيم.
● براي ترتيب شمارش از گراف درختي استفاده كنيد.

● چه رابطه يي بين تعداد كل امكانات پوشيدن و تعداد پوشيدن پتلون ها و پيراهن ها 

وجود دارد؟

از فعاليت بالا مي توانيم نتيجة زير را به دست آريم:
نتيجه:

1- در تركيب عناصر دو ست، تعداد امكانات كلي مساوي به حاصل ضرب تعداد 
عناصر هر يك از مجموعه های تركيبي مي باشند.

2- اگر تعداد امكانات و يا عناصر يك ست m عدد و تعداد عناصر ست ديگر مساوي 
به n عدد باشد، در اين صورت هر دو انتخاب باهم به تعداد m×n  شكل امكان پذير 

مي باشند.
مثال:

با استفاده از ارقام 0، 1، 2، 3 و 4 چند عدد 2 رقمي مي توان تشكيل نمود؟ علاوتاً 
گراف درختي امكانات را ترسيم دريافت كنيد احتمال اين كه، از بين اعداد يك عدد 

به صورت اتفاقي انتخاب، و آن عددبه 2 قابل تقسيم باشد؟

31

A ست كشتي گيرهای صنفB ست كشتي گيرهای صنف

نفر شماره3نفر شماره1

نفر شماره2

نفر شماره1

نفر شماره3

نفر شماره2

ميدان كشتی
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تمرين

را  بدين منظور براي ساختن عدد 2 رقمي مذكور  دو خانة خالي امكان
براي هر رقم در نظر مي گيريم. 

براي جابجايي  امكان)بدون صفر(   4 5 رقم داده شده، فوق  از  مربع طرف چپ  در 
اعداد 0، 1، 2، 3 و 4  وجود دارد، در حالي كه براي خانة خالي طرف راست از هر 
پنج عدد 0، 1، 2، 3 و 4 مي توانيم استفاده نماييم؛ بدين ترتيب 5 امكان انتخاب رقم 
امكان براي تشكيل عدد دو رقمی به وسيلة  4 5 20× = وجود داردكه جمعاً به تعداد

اعداد فوق وجود دارد.
مطلب را مي توانيم توسط گراف 

درختي نيز نمايش دهيم؛ مثلًا:

امكانات مساعد براي اين كه رقم مذكور قابل تقسيم بر 2 باشد، به عوض 5 امكان 
در خانه طرف راست فقط 3 امكان 0 ،  2 و 4 وجود دارد كه جمعاً تعداد حالات 
4 حالت مي باشد كه  3 12× = مساعد براي تشكيل اعداد قابل تقسيم به 2 عبارت از
در اين صورت دريافت احتمال آن كه رقم انتخاب شده قابل تقسيم بر 2 باشد عبارت 

است از:
)قابليت تقسيم به P ) 2= احتمال عددی كه قابل تقسيم به 2 باشد. 12 3 0.6 60%

20 5
= = = =

آغاز 2

1

1 2

3

4

0

0 1

2

34
0

1

2

3
423

4 4
3

0

1

1- با استفاده از حروف )م، ر، ي، م( چند كلمة 4 حرفي معني دار و بدون معني را 
مي توان تشكيل داد؟ موضوع را با گراف درختي تشريح كنيد.

هرگاه از بين كلمات تركيبي به صورت تصادفي كلمه يي انتخاب نماييم، مطلوب است 
احتمال اين كه كلمة مذكور "مريم" باشد.

را  موبايل  تيلفون  رقمي   6 9 چند شمارة  و   8  ،7  ،4  ،1  ،0 اعداد  از  استفاده  با   -2
مي توان تشكيل نمود به شرط آن كه شمارة تيلفون از طرف چپ با رقم 077  شروع 

شده باشد.
دريافت كنيد احتمال آن كه شمارة انتخاب شده به صورت تصادفي، در طرف راست 

سه رقم 1 داشته باشد.
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● براي اين كه توانس��ته باش��يم تصوير خوبي از مقايس��ة حالات مختلف تركيب حوادث 
اتفاقي از طريق استعمال تيوري ست داشته باشيم، آن ها را در جدول زير با هم گرد آورده 

ايم:

A
S

A B
S

A B
S

A B
S

A B
S

A B
S

P(S) است 1= چون 

P(A) 1 P(A)= − پس 

P(A B)
P(A) P(B) P(A B)= + −




A B

P(A B)
P(A) P(B) P(A B)= + −



A B

دياگرام Venn احتمال حادثه
حادثه اتفاقي

ارائه بيان توسط 
ست

بيان حادثة اتفاقي

 s اتفاقي  حوادث  تمام 
كه شامل حادثة اتفاقي 
A نباشد. مكملة A و 

A يا حادثة عكس

و   A اتفاقي  حادثه 
حادثه اتفاقي B واقع 

مي شود.

حوادث  از  يكي  حد اقل 
اتفاق   B يا   A اتفاقي 

مي افتد.

A S A= −
يا

S A A= 

                                    

    

تعداد  به حاصل ضرب  مساوي  كلي  امكانات  تعداد  دو ست،  عناصر  تركيب  در  شمارش:  حل 
عناصر هر يك از مجموعه هاي تركيبي مي باشد.

مثلًا: اگر تعداد عناصر يك مجموعه به m شكل تعداد عناصر مجموعة ديگري به n شكل امكان پذير 
m شكل مي باشند. n× باشند، تعداد كل امكانات تركيب با هم، مساوي به

1- اگر S يك فضای نمونه و A يك حادثة اتفاقی آن باشد نشان دهيد كه :

A(P(0  است. = φ⊆A  باشد، پس:  a(  اگر 
A(P(1 است. = ⊇AS  باشد، اين صورت   b( اگر 

   Cرا در بر داشته باشد، نشان دهيد كه حادثة اتفاقی B و A حوادث اتفاقی C 2- اگر حادثة اتفاقی

BA را در بر دارد. هم چنان حادثة اتفاقی
BA  يك ديگر را در بر داشته باشد،  3- اگر S يك فضای نمونه A و  B حوادث اتفاقی  B و

BA و B با هم برابر است. نشان دهيد كه احتمال وقوع حوادث
B حادثة   A را در يك فضای  نمونه S در بر داشته باشد؛ نشان دهيد كه  اتفاقی  4- اگر حادثة 

BA يك ديگر را در بر دارند. حوادث اتفاقی  A و
BA با هم چه رابطه دارند؟ علاوتاً واضح سازيد كه احتمالات حوادث اتفاقیA و

                                                                                                          BBS =− 5- هرگاه S يك فضای نمونه وB يك حادثة اتفاقی آن باشد، نشان دهيد كه: 

6- توسط گراف نشان دهيد كه هرگاه برای دو حادثه اتفاقی A و B يك فضای نمونه S حوادث 

ABBA −=− BA با هم مساوی اند يعنی:  − و  AB− اتفاقی 
BA()BA[(A[(   مساوی به صفر است.  7- نشان دهيد كه احتمال حادثة اتفاقی

تمرينات فصل نهم

نكات مهم فصل 
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